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En la teoria de las ecuaciones, la solucién de la ecuacién de tercer grado (cUbica) ocupa un lugar destacado en la historia
de las matemadticas. Notables matemdticos realizaron importantes aportes para lograr completar su teoria, la cual no
estuvo exenta de graves conflictos personales referentes a la adjudicacién de las férmulas que permitian determinar su
solucion. El presente articulo muestra un detallado andlisis en referencia a la ecuacién de tercer grado, tanto histérico

como analitico.

Palabras clave. Ecuacién de tercer grado; discriminante; ndmeros complejos; raices.

ABSTRACT

In the theory of equations, the solution of the equation of third degree (cubic) occupies a prominent place in the history
of mathematics. Notable mathematicians made important contributions to complete that theory, which was not exempt
from serious personal conflicts regarding the adjudication of the formulas that allowed to determine its solution. This
article shows a detailed analysis in reference to the third-degree equation, both historical and analytical.
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I. INTRODUCCION

Los PRIMEROS intentos por resolver las ecua-
ciones de tercer grado (ctibicas) aparecen en los
trabajos del matemaético italiano Scipio Ferro
(1425-1526) [1] cuando ejercia como profesor de
matemadticas en la ciudad italiana de Bologna,
proponiendo la solucién general de la ecuacion
ax3 + bx2+ cx + d = 0 a la forma transformada x3
+px+q=0(a b>0)conlaeliminacion del tér-
mino cuadrético, hacia el afio 1500, dando a co-
nocer el resultado de sus investigaciones en los
afios finales de su vida.

Por otra parte el destacado matemaético italiano
Nicolo de Brescia (1505-1557) conocido como
Tartaglia, [2] logra resolver otras variantes de di-
cha ecuacion.

Tartaglia
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El también matematico italiano Hieronimo
Cardano (1501-1576) le solicita a Tartaglia la for-
mula de solucién con el marcado compromiso de
que no fuese revelada. No obstante Cardano la
publica en su célebre libro Ars Magna en el afio
1545(3][4].

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE
MATICHL PXIROZOY NI, AC RaEaDIC ),

ARTIS MAGNAZE,

S8IVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lbuous, Qul&¢adus de Aridhnerics,
OPVS PERFECTVM
inderiplesftin ordine Decas,

De ahi el nombre de féormula de Cardano. La
formula en cuestion es:

< ) [Fa) o
Siendo A el determinante A = qu + g—: (2)

Las disputas en torno a la primacia de haber
resuelto la ecuacién de tercer grado generaron
grandes controversias y debates ptiblicos en aque-
lla época.

En Ars Magna aparece por primera vez el con-
cepto de raiz multiple. El primer ejemplo que pro-
porciona Cardano de una ecuacién polinomial con
este tipo de raiz es x 3 =12 x + 16, siendo ?2 es
una raiz doble.

A pesar del gran aporte matematico que consti-
tufa la féormula, Cardano y sus discipulos no tar-
daron en darse cuenta que para un determinado
tipo de ecuacion, la férmula obtenida no podia ser
aplicada. Cardano se vio impulsado al estudio de
trece tipos diferentes de ecuaciones ctibicas.

Este es el denominado caso irreducible de la
féormula de Cardano. (raices cuadradas de ntime-
ros negativos). El matemaético italiano Raphael
Bombelli (1526-1573) estudia la ecuacion y publica
en 1572 un tratado de Algebra donde se hace men-
cién por primera vez de la teoria de los nimeros
complejos mostrando empiricas soluciones para la
ecuacion ctbica.

La solucién de la anterior problemaética la tiene
el matematico francés Francois Vieta (1540-1603).

Dandole solucién al caso irreducible evitando
las expresiones imaginarias mediante métodos
trigonométricos [5].

En la basqueda de la solucién de ecuaciones
de mayor grado transcurrieron mas de 300 afios.
Siendo notable los trabajos realizados por Paolo
Ruffini (1765-1822) en este tema. S6lo en el siglo
XIX el gran matemaético noruego Niels Henrik
Abel, (1802-1829) demostré en 1823 que las
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Abel

ecuaciones de grado n >4 no podian ser resueltas
por medio de radicales.

II. DESARROLLO

Vamos a exponer dos ejemplos demostrativos
para explicar como se determina la solucién de una
ecuacion de tercer grado, aplicando la férmula de
Tartaglia-Cardano y el procedimiento trigono-
métrico creado por Vieta.
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La ecuacién general de tercer grado, tiene
una estructura algebraica de la forma:

ax®+bx2+cx+d=0 3)
donde a,b,c,deR, a #0

Para proceder al calculo de su solucion,
comencemos por transformar la ecuacion (3) en
otra, en la cual el coeficiente de x3 sea la unidad
y que el término en x2 no exista. Realizada esta
operacion, establecemos en (3) la sustitucion.

b
T=2——

3a (4)

Que al efectuar las correspondientes simplifi-
caciones, llegamos a la ecuacién ctbica de la
forma:

x3+px+q=0 (5

la cual se resolvera en un determinado caso
por la férmula (1) en dependencia de un valor
numérico denominado discriminante de la
ecuacion [6][7].

En este punto de la teoria, consideramos
oportuno la solucién del ejemplo demostrativo

namero 1.

Sea la ecuacion:

x3—2x2—3x—4=0

Aplicando (4) tenemos que b/3a =2/3
Haciendo t= 2/3y

Sustituyendo en la ecuacion, siendo
a=1b=2c=3d=4

3 2
b b ( b
a(z—ﬁj +b(z—§) +C\Z—§j—d—0

Una vez simplificada la expresion algebraica,
llegamos a:

3 5z 70

3 27
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Teniendo en cuenta la forma canonica (5) p
=5/3y q =70/27

Con los valores obtenidos, calculamos el
determinante de la ecuacién, aplicando

2 3
_a P _
A = 1 27 = 1.852 (2)
Siendo A>0

A continuacion, aplicamos (1) y obtenemos

el primer valor z
) (5 val - ooms

S ERT

La primera solucion real de la ecuacion es:

x1 =2z ~-t=-1.651

Ahora tenemos que hallar las dos restantes
soluciones, esto es, x2 y Xa.

Pues debemos tener en cuenta que:

Si A > 0 la ecuacion tiene una raiz real y dos
imaginarias conjugadas.

Por lo que x2 y x3 son del tipo [8]

atx Bi

Raices imaginarias conjugadas, para
determinarlas aplicamos.

3
81 = — < /A|| = 0.401
W\ 2 J.
3
82 = \/_ = -1.385
\\2
-1 82
= — - — —t=-0.175
=272

B = @(61 - 82)\/-1 = 1.547i

Siendo la solucion de la ecuacion

x3+2x2+ 3x+4=0
X1 = -1.651

x2 =-0.175 + 1.547i
x3=-0.175 - 1.547i

La representacion grafica de la ecuacion se
muestra en la figura 1.

207
107

5 4}/2 0 1
_10!

Figura 1.

2 3 45

Ejemplo demostrativo nimero 2.

Ecuacion,

2x° - 13x2 - 59x - 280 = 0

2z-1°-13(z-12-59(z-1)~280=0

2
Q“ p
A= —+-—— =-2289.422
4 27
s 523z 3010 _
12 54
523
- 12
3010
9= 53

Siendo A < 0 existen tres raices reales distintas
y es conocido con el nombre de caso
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irreducible, porque antes de la invencién de los
ntmeros complejos no se podia resolver [9].

Aplicando el método trigonométrico de Vieta

&

- |22 - 55373
b= 27
~ acos| 9 -
0 = acos| — | = 2.098
L 2p
3 '.‘O.'r
x1 = 2% /pcos| 3 | = 5.833
x2 = 28pcos| 0 - 120 | = 7.167
PEOS( 3 180 )
X3 = Zg\/_cos]’"(—a - 240" |- 1333
PEOS(3 180 "

Obtenemos las soluciones reales.

R1=x1-t=28

R2 =x2-t=-5

R3 =x3-t=3.5

La representacion grafica de la ecuacion se
muestra en la figura 2.

400

200

108 f_-4 -2 0 2 *.6"8 10

Figura 2.

Por dltimo, si A= 0 podemos utilizar las
férmulas del ejemplo namero 2, pues estamos
en presencia de tres soluciones reales de las
cuales dos son iguales.
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II1. CONCLUSIONES

La solucién de la ecuacién de tercer grado,
como hemos podido ver en el desarrollo de este
opusculo ha sido durante siglos motivo de estu-
dio de destacados matematicos [10]. Tartaglia y
Cardano para resolver este tipo de ecuaciones,
formularon esencialmente férmulas analogas a la
de la ecuacién de segundo grado, si bien mucho
mas complicadas. Si el lector desea continuar con
el estudio de la Teoria de las Ecuaciones, le reco-
mendamos la lectura de los articulos “Solucion
trigonométrica de la ecuaciéon de segundo grado”
y “El método de Newton-Raphson para la obten-
cién de raices mediante programacion MATHCAD”
en la Revista Ingenieria, Matemaéticas y Ciencias
de la Informacioén, volumen 4, namero 8. Julio-
Diciembre de 2017, y volumen 4, nimero 7. Ene-
ro-Junio de 2017 [11] [12].

Con el empleo de software matematico, la so-
lucién de la ecuacion cabica, ha dejado de ser una
tarea compleja, por ejemplo, la ecuacion que sirvioé
de base para el primer ejemplo del presente arti-
culo resuelta con MATHCAD, [13] tiene por solu-
ciones, las mostradas en la figura namero 3.
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ANEXO

CARLOS M. MATA RODRIGUEZ

Solucién de la ecuacién ctibica, mediante programacién en MATHCAD

0.2x° - 3.5x%2 - 15x-50=0
~ 35
T 0.2x3

t = 5.833

[0.2(z-1%+35(z-t)2-15(z—t) - 50 = 0] simplify —

0.213 + 7.49-1612 - 35416z + 116.89=0
0.22% - 35.42z - 116.9 = 0

3 35.42 116.9
-—— 7 —
0.2 0.2
-35.42
p= 02 - -1771
116.9
q= o2 = 584.5
2 3
i - a . P
cubica(t,p.q) = |xq1, 1« a 27
A< X1.1
if A>0

81« %"U\/Z
3r=q

82 « T_\/Z
3

X 2%

(C]
LR cos(?)

(¢]

3

N2« xcos(— +120 1%0]

(¢] ™
3 « )\cos(s +240 1_80)

X211 -t

X3 142-t

X4 13-t

A
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-81 82
MAC 3 T
X4,1 ¢ @(61 - 82)y/-1
if x919<0
A« X1
2 3
p
A« T + E
3
pe |5
-q
O« acos(z—p)
SOLUCION
-120317.234
bica(t.p. q) 5.337
cupbica(t,p, =
p-q -20.557
-2.279

(4A)
x1
x2
x3







