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RESUMEN

En esta investigacién, el objetivo principal es realizar el andlisis comparativo de los métodos numéricos (Euler Explicito,
Runge Kutta 4 y LocallyExact) para la resolucién de ecuaciones diferenciales. Para cumplir con el objetivo de este estudio
se utilizé el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo Lotka-Volterra y se usé el software matemético Wolfram
Mathematica. Para realizar la comparacién de los métodos numéricos se resolvié el modelo Lotka-Volterra utilizando el
comando NDSolve de Mathematica, este resultado se compard con los métodos Euler Explicito, Runge Kutta 4 y
LocallyExact. Los resultados obtenidos de los diagramas de fase y la tabla de puntos de las interacciones indican que el
método Runge Kutta 4 tiene mayor precisién, seguido por el método LocallyExact. El método Euler Explicito se aleja de
manera considerable del resultado de NDSolve.
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ABSTRACT

In this research, the main objective is to perform the comparative analysis of numerical methods (Explicit Euler, Runge
Kutta 4 and LocallyExact) for the resolution of differential equations. To fulfill the purpose of this study, the system of
differential equations of the Lotka-Volterra model was used and the mathematical software Wolfram Mathematica was
used. To perform the comparison of the numerical methods the Lotka-Volterra model was solved using the NdSolve
command of Mathematica, this result was compared with the Methods Explicit Euler, Runge Kutta 4 and LocallyExact. The
results obtained from the phase diagrams and the point table of the interactions indicate that the Runge Kutta 4 method
has greater precision, followed by the LocallyExact method. The explicit Euler method draws considerably away from the
result of NDSolve.

Key words. Differential equations; Mathematics training; Technology; Mathematica.

I. INTRODUCCION

LAS ECUACIONES diferenciales ordinarias (EDO)
posibilitan describir fenémenos basados en la va-
riaciéon y, por tanto, permiten modelizar y resol-
ver problemas procedentes de contextos muy
diversos[1]. Existen diversas investigaciones que
estudian la modelizacion y las aplicaciones de las

ecuaciones diferenciales utilizando software
informatico[2-5]. También, existen varios estu-
dios relacionados con el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias [1,6-8].

Ademads, es importante considerar que en la
actualidad los investigadores y profesores han ma-
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nifestado el interés de incorporar herramientas
informaéticas en el proceso de ensefianza y apren-
dizaje de las matematicas. El uso de la tecnologia
en la modelacién matematica es importante y muy
relevante, porque brindan ayuda a los estudiantes
en la visualizacién de relaciones de la matematica,
permitiendo establecer representaciones exactas de
configuraciones geométricas, porque en este con-
texto, los jovenes tienen la oportunidad de mover
partes de estas configuraciones y observar las
invariantes que se producen en una construccion
matematica [9].

El uso de las herramientas tecnoldgicas en clase
de matematicas permite a los estudiantes mejorar
la comprensién del concepto, ademés se sugiere
cambiar la instruccién estandar con la metodolo-
gia magistral por la instruccién experimental basa-
da en la utilizacién de las TIC (tecnologia de la
informacién y comunicacién). El implementar en
la clase de matematicas el uso de la tecnologia pue-
de permitir que los estudiantes mejoren la oportu-
nidad de reflexionar sobre sus conjeturas en
relacién con los valores y el movimiento generado
en las construcciones [10-11].

En los ultimos afios la matematica ha recibido
un impacto positivo en la introduccién de la tec-
nologia. Las calculadoras graficas, ordenadores,
internet, estan cambiado la ensefianza de los con-
tenidos de la matemaética, dado que su gran ca-
pacidad y rapidez en el célculo, y la facilidad
que brindan para lograr representaciones grafi-
cas, permiten que los estudiantes reflexionen
sobre los procesos mateméticos y de esta mane-
ra mejoren sus habilidades y capacidades. La
tecnologia no deberia utilizarse como sustituto
de los conocimientos e intuiciones béasicos, sino
que puede y deberia usarse para potenciarlos.
Uno de los principios que plantea NCTM (National
Council of Teachers of Mathematics) es que la
tecnologia es esencial en la ensefianza y el apren-
dizaje de las matemaéticas; influye en las mate-
maéticas que se ensefian y estimula el aprendizaje
de los estudiantes [12].

En este trabajo investigativo se plantea el si-
guiente objetivo: realizar la comparacién de los
métodos numéricos (Euler explicito, Runge
Kutta 4 y LocallyExact) para la resolucién de
ecuaciones diferenciales utilizando el software
de Mathematica.

II. REVISION DE LA LITERATURA

Esta seccion presenta una breve revision de la
literatura de la solucién numérica y la ensefianza
de las ecuaciones diferencias ordinarias mediante
el uso de paquetes informéticos.

En [13] se plantea que el tratamiento que ac-
tualmente se da a la ensefianza de la modelizacién
y de las aplicaciones a situaciones de la vida real
se debe a dos motivos: la dificultad conceptual
de la modelizacion y necesidad de conocimientos
matematicos de los que los estudiantes no dispo-
nen, y concepcion personal de cada profesor res-
pecto ala matematica aplicada y su posicién en el
ambito de las matemadticas. Otro resultado impor-
tante que presentan los autores fue que la mayo-
ria de los profesores optan por la ensehanza
instrumental de las ecuaciones diferenciales apo-
yandose en tres argumentos: pobre nivel de com-
petencia de los estudiantes; escasa capacidad de
razonamiento matematico y pobre pensamiento
relacional; sencillez de la ensefianza de técnicas
frente a la dificultad de ensefar a resolver pro-
blemas; y poco tiempo dedicado a la planifica-
cion de la materia.

En su investigacion [14] ha mostrado algunas
de las ventajas del uso de los paquetes Dsolve y
NDSolve del software Mathematica, y en parti-
cular sus opciones gréficas para fortalecer la en-
seflanza de conceptos importantes. El autor
recomienda que el alumno utilice algtn software
matematico como herramienta para realizar cal-
culos o ejemplificar conceptos graficos toda vez
que ya ha aprendido las técnicas de solucion de
ecuaciones y es capaz de realizar los calculos a
mano.

En otra investigacion de [8] explora las fortale-
zas 'y debilidades del paquete libre Maxima como
herramienta para la ensefianza de ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Se realiza una comparacion
entre los softwares Maxima, Maple y Mathematica.
Entre las deficiencias de Maxima comparado con
Maple y Mathematica, se identifica que existieron
varios problemas en: tratar de resolver ecuaciones
de orden alto; en resolver ecuaciones reducibles a
la ecuacién de Bessel; no cuenta con la opcion para
resolver EDOs; utilizando soluciones en series de
potencias; y también presenté algunos problemas
para calcular transformadas de Laplace inversa.
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En [15] en su investigacion, aprendizaje y
modelizacién de ecuaciones diferenciales. Presen-
ta la descripciéon del proceso de modelacion, el
analisis de los manuales comtnmente usados en
clases, y la implementacion de una situacién ex-
perimental con tareas no habituales, lo cual per-
miti6 la identificacion y la influencia de las
praxeologias en el proceso de aprendizaje de los
estudiantes. Un resultado relevante de los auto-
res es el enfatizar la importancia de la construc-
cion del modelo pseudo-concreto adecuado para
establecer posteriormente los modelos fisico y/o
matematico que sean pertinentes la problematica
en cuestion.

La investigacion de [16] estudia la aproxima-
cion a la solucién de ecuaciones diferenciales por
métodos no convencionales y el software Mathe-
matica. El método analizado es el de Euler, los
autores indican que su investigacién reviste una
utilidad més didactica que préctica, ya que no se
persigue mejorar los métodos numéricos existen-
tes para aproximar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales, sino mejorar los niveles de compren-
sién sobre la naturaleza de las ecuaciones, sus so-
luciones, los limites y la convergencia.

Por otro lado, [17] presenta una experiencia de
la integracién del aprendizaje basado en proyec-
tos cortos de investigacién, el modelado matema-
tico y las TICs en un curso de Ecuaciones
Diferenciales Aplicadas, logrando la interpretacion
de cada uno de los casos de acuerdo con la cinética
del modelo y las diversas perturbaciones segtin el
contexto planteado. Los autores comprobaron el
poder de algunas herramientas computacionales
para plantear y resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales mediante algoritmos de aproxima-
cién, asi como la importancia de resaltar las posi-
bles aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en
el drea académica de los estudiantes.

En otra investigacion [18] presentan una inves-
tigacion de nuevas tecnologias en la ensefianza de
las ecuaciones diferenciales de primer orden. En
este estudio incorporaron el uso del software
Mathematica en la ensefianza de las ecuaciones di-
ferenciales a los estudiantes de ingenieria. Se evi-
dencia que, en el tema de ecuaciones diferenciales,
el rendimiento académico de los estudiantes que
utilizaron material didactico mediante el uso el
software Mathemtica es mayor, con relacién al es-
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tudiante que no lo utilizaron; esto fue posible mos-
trar mediante el promedio de notas obtenidos en
cada corte. Los autores indican que, es importante
motivar a los docentes de matemaéticas a que se
incorpore nuevas tecnologias como Mathematica
en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los
curriculos, esto con el fin de impulsar cambios en
los procesos de ensefianza.

En una investigacion mas reciente [19] preten-
den que los estudiantes adquirieran capacidades
en el empleo de tecnologias para que resolvieran
diferentes ecuaciones diferenciales de las que se
estudian, asi como obtener la grafica de su solu-
cién. Analizaron y manejaron aplicaciones como
Differential Equations, Wolfram, Desmos, Photo-
math. Con ello, elaboraron una situacion didactica
mediante la cual interactuaron estudiantes con las
aplicaciones en la resoluciéon de ecuaciones dife-
renciales y en la graficacion. Los resultados mues-
tran deficiencias en la evolucién de la interfaz de
las aplicaciones utilizadas, cuyo uso provoca feno-
menos didé4cticos importantes.

El resto del articulo se estructura de la siguien-
te manera. A continuacidn, se presenta una breve
introduccién de ecuaciones diferenciales y
Mathematica, luego se presenta la metodologia
utilizada en esta investigacion. Seguidamente, se
exponen los resultados obtenidos a partir del ana-
lisis de cada método propuesto. El articulo finali-
za con la discusién y las conclusiones.

II1. EcuAciONES DIFERENCIALES
Y MATHEMATICA

Las ecuaciones diferenciales se utilizan para
modelar y comprender problemas de la vida real.
De hecho, es importante para las matematicas ya
que tiene fuerte relaciones con las funciones, deri-
vadas e integrales. Por lo tanto, es un campo muy
importante para los estudiantes. Las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) son herramientas
basicas para los profesionales de especialidades
relacionadas con la ciencia y la tecnologia, como es
el caso de los ingenieros informaticos, eléctricos,
mecanicos entre otros. Esto es debido a que las
EDO posibilitan describir fenémenos basados en
la variacién y, por tanto, permiten modelizar y
resolver problemas procedentes de contextos muy
diversos [1].
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No existe un método general que nos dé una
forma explicita para encontrar la solucién de una
ecuacion diferencial. En la préctica, se encuentra
ecuaciones especificas para las que no se conoce un
método de resolucién o para las cuales las formas
explicitas de soluciéon no son las adecuadas para
los calculos. Por estas razones, son tan importan-
tes métodos sistematicos y eficaces que nos lleven
auna aproximacion numérica de las soluciones [16].
Para aproximar soluciones de ecuaciones diferen-
ciales de primero orden existen métodos de: un
paso (Taylor, Euler, Runge Kutta), multipasos
(Adams-Bashforth y Adams-Moulton) y los méto-
dos de spliting y de composicion. Estos problemas
admiten una tnica solucién bajo condiciones ade-
cuadas de la funcion.

A. Mathematica

Es un programa desarrollado por Wolfram
Research (www.wolfram.com) y es utilizado en
areas cientificas, de matemaéticas, ingenieria y
computacionales. Se trata de un sistema de algebra
computacional y de un lenguaje de programacién
de propésito general. Se divide en dos partes: el
kernel o ntcleo que desempeiia los célculos, y el
front end o interfaz que despliega los resultados y
permite al usuario interactuar con el nticleo como si
fuera un documento. Mathematica ofrece una expe-
riencia de clase interactiva que ayuda a los estu-
diantes a explorar y comprender conceptos, y les
da alos docentes las herramientas que necesitan para
crear facilmente materiales de estudio, tareas y pre-
sentaciones [20].

Las caracteristicas mas importantes que se pue-
de destacar de Mathematica son: la disponibilidad
de bibliotecas de funciones elementales y especia-
les para matematicas; soporte de matrices; herra-
mientas numéricas y simbolicas para calculo de
variable continua o discreta; herramientas de vi-
sualizacion de datos en 2D y 3D; una coleccion de
bases de datos; funcionalidad asymptética, inclu-
ye soluciones asintéticas a ecuaciones algebraicas
y diferenciales, asi como aproximaciones asintoticas
a sumas; capacidades numéricas para la solucion
de ecuaciones diferenciales parciales de NDSolve;
integrate, soporte grandes sistemas estructurados
en Solve y soporte Reduce, DSolve para ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales de primer or-
den, etc.

B. NDSolve

La funcion NDSolve construye aproximaciones
numéricas a la solucién de ecuaciones diferencia-
les numéricas generales que se aproxima a la solu-
cién. Las ecuaciones diferenciales parciales implican
dos o mas variables independientes. La funcion
NDSolve también puede resolver algunas ecuacio-
nes diferenciales algebraicas (DAE), que suelen ser
una combinacién de ecuaciones diferenciales y
algebraicas [20].

NDSolve tiene una serie de formas de expresion:

NDSOIUL’[QQH, I, {x: Xmin» J(I'J'T.a.J.:}]

La linea anterior permite calcular una solucién
numérica para ecuaciones diferenciales ordina-
rias, para una funcién p con la variable indepen-
diente x en el rango X;in @ Xpnax

NDSolve [eqn: M, {x, Xmin xmax}r {y: Ymins ymax}]

Resuelve ecuaciones diferenciales parciales
eqns sobre una region rectangular.

NDSolvelegn, u,{x,y} € 2]

Resuelve las ecuaciones diferenciales parciales
eqns sobre la region Q.

NDSolvelegn, u, {t, tmin, tmax ), (X, ¥} € 2]

Resuelve las ecuaciones diferenciales parciales
dependientes del tiempo eqns sobre la region Q.

NDSolveleqn, {u, i, ...}, ...|

Resuelve las funciones ;.

IV. METODOLOGIA

Para cumplir con el objetivo de esta investiga-
cién, se utilizan el modelo de Lotka-Volterra. Las
ecuaciones de Lotka-Volterra, también conocidas
como ecuaciones depredador-presa, son un siste-
ma de dos ecuaciones diferenciales de primer or-
den, acopladas, auténomas y no lineales, que se
usan para describir dindmicas de sistemas biologi-
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cos en el que dos especies interacttian, una como
presa y otra como depredador [21].

dx _ b
- = x(a—by)
1)

_ +d
— = y(—c+dv)

Concretamente, para realizar este estudio se se-
lecciona el modelo presa-depredador, en la que se
representa a la poblacién de linces y conejos de un
bosque al norte de Canada llevada a cabo por la
empresa Hudson Bay. La Tabla 1 muestra los re-
sultados de los indices de linces y conejos elabora-
da por la empresa Hudson Bay entre los afios 1900
y 1921.

Tabla I. Conejos y linces en miles

Afio |Conejos| Linces | Ano |Conejos| Linces
1900 30 4 1911 | 40.3 8
1901 | 47.2 6.1 1912 57 12.3
1902 | 70.2 9.8 1913 | 76.6 19.5
1903 | 774 352 1914 | 523 45.7
1904 | 36.3 594 1915 | 195 51.1
1905 | 20.6 41.7 1916 | 11.2 29.7
1906 | 181 19 1917 7.6 15.8
1907 | 214 13 1918 | 14.6 9.7
1908 22 8.3 1920 | 16.2 10.1
1909 | 254 9.1 1921 | 247 8.6
1910 | 27.1 7.4

Con los datos de la Tabla 1 y con los valores
iniciales x(0) = 40; y(0) =5, el modelo presa-
depredador queda definido como:

% = x(0.4 — 0.018y)

2
y = y(0.023x — 0.8)

Para calcular las I (invariantes) del sistemas
(2), se realiza el proceso de separacion de
variables, se obtiene la ecuacion (3).

I(x,y) = 0.8logx — 0.023x + 0.4logy — 0.018y (3)

Considerando las ecuaciones (2) y siguiendo las
referencias de [20,22-23], se analiza los métodos
numéricos de resolucién de ecuaciones diferencia-
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les utilizando funciones de Mathematica. Para los
calculos respectivos se utiliza el valor de h=1/10.

V. RESULTADOS

En este apartado, primero se instala todos los
paquetes necesarios para realizar los calculos de
los métodos plateados. Seguidamente, se desarro-
lla el modelo (2) utilizando el modelo de Lotka-
Volterra. A continuacién, se desarrolla cada uno
de los métodos: Euler explicito, Runge Kutta 4 y
LocallyExact. Finalmente, se realiza la comparacién
de los métodos. Concretamente, para la compara-
cién de los métodos se utiliza el comando NDSolve
de Mathematica. En esta investigacion se utiliza la
versiéon de Mathematica 10.4.0.

A. Instalacion de paquetes y modelo Lotka-
Volterra

Primeramente, se realiza la instalacién de algu-
nos paquetes necesarios para la modelacion del sis-
tema Lotka-Volterra y para la solucién de los
métodos propuestos. A continuacion, se introduce
los datos de las ecuaciones del modelo (2) y la ecua-
cion (3) de las invariantes en las variables respecti-
vas en Mathematica, por tltimo, se procede a crear
una funcién que dibuja las orbitas del modelo (2)
con el método seleccionado.

Paquetes necesarios para utilizar los componen-
tes de NDSolve:
Needs["Dif ferentialEquations’NDSolveProblems™];
Needs["Dif ferentialEquations’NDSolveUtilities™];

Needs|"Dif ferentialEquations Interpolating
FunctionAnatomy™"|;

Introduccién del modelo (2) y las invariantes:

solucion

= NDSolveProblem|[{{Subscript[Y,1] [T] =
= Y1[T](0.4 — 0.018Y2[T]),
Subscript[Y,2]'[T] =

=(-0.8
+ 0.023Y1[T]) Y2[T]}, {Y1[0] =
=30,Y2[0] == 5,
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(Y1[T], Y2[T]},{T, 0,20}, {}, {0.4Log[Y2[T]]
—0.018Y2[T] + 0.8Log[Y1[T]]
—0.023Y1[T]} {1});

Funcién Lotka-Volterra:
LotkaVolterraOrbita[sol_, vars_, time_, opts_? OptionQ]:

= Module
[{commonopts, data, datal, data2, ifuns, Iplot, pplot},
ifuns = First[vars/.sol];
datosl = Part[ifuns, 1,0]["ValuesOnGrid"];
datos2 = Part[ifuns,2,0]["ValuesOnGrid"];
datos = Transpose[{datal, data2}];
componentes = Sequence[Axes—

> False, Frame—

> True, FrameLabel—>
Join[Map[TraditionalForm, vars], {None, None}],
RotatelLabel—> False];
plot
= ListPlot[data, Evaluate[Filter Rules[{opts},
Options|[ListPlot]]],
PlotStyle
= {PointSize|0.02], RGBColor|0,0,4]}, Evaluate
[commonopts]];
plot2
= ParametricPlot[Evaluate[ifuns], time, Evaluate
[FilterRules[{opts},
Options|ParametricPlot]]], Evaluate[commonopts]];
Show|[plot, plot2]];

B. Métodos numéricos para la resolucion de
ecuaciones diferenciales

En este apartado se detalla la solucién en
Mathematica de cada uno de los métodos numéri-
cos para la resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Meétodo 1: Euler explicito

Euler propuso uno de los primeros métodos
para resolver ecuaciones diferencias con proble-
mas de valores iniciales, este método es muy senci-
llo en sus célculos. Este método permite aproximar
soluciones del problema de valor inicial.

vy =fxy)
y(xo) = Yo

Para resolver el sistema (2) se utiliza la funcién
ExplicitEuler de Mathematica, el método Euler Ex-
plicito que se encuentra en el comando NDSolve.

DE LA INFORMACION

Meteuler = NDSolve[ecuacion, Method
- "ExplicitEuler", StartingStepSize — step]
grafico = LotkaVolterraPlot[MetEuler, vars, time]

La Fig. 1 muestra la solucion del modelo (2),
utilizando el método de Euler Explicito.

80

Y2(T) 40}

0 20 40 80 80
Yi(T)

Fig. 1. Modelo Lotka-Volterra, método Euler Explicito.
Nota: Fuente propia del estudio.

Se aplica la funcion de Lotka-Volterra creada
en el apartado anterior para calcular las ecuaciones
diferenciales, en este caso se ingresa la ecuacion
que se desea resolver y se realiza la respectiva eje-
cucién de la funcién. Se utiliza el método de Euler
explicito para desarrollar el modelo (2), la solu-
cion del método de Euler Explicito para las ecua-
cién (2) con un tamafio de paso de h=1/10 con
valores iniciales (40,5) se muestra en la Figura 1.
Se traza las aproximaciones numéricas de los pri-
meros 100 pasos con la aplicaciéon del método nu-
mérico de Euler, todos con tamafios de pasos
constantes. En la Figura 1 se observa que el méto-
do de Euler explicito muestra un comportamiento
cualitativo incorrecto ya que las soluciones numé-
ricas son en espiral hacia afuera o hacia adentro.

Método 2: Runge Kutta

Para la resolucién numérica de ecuaciones dife-
renciales se tiene una variedad de métodos, entre
ellos los métodos de Runge-Kutta que son un con-
junto de métodos desarrollados por Carl David
Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta. Los méto-
dos de Runge-Kutta forman una clase importante
de métodos para la integracion de ecuaciones di-
ferenciales. En esta investigacion se analiza el mé-
todo Runge-Kutta de cuarto orden.
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Para resolver estas ecuaciones se crea una fun-
cion en Mathematica que resuelve un modelo de
ecuaciones diferenciales ordinarias por el método
Runge-Kutta orden 4.

RungeKutta4|__]["Step"[f_t_h_vy_ fxy_]]:
= Block[{yt, k1, k2,k3, k4},

k1 = fxy;

k2=f[t+1/2hy+1/2hkl];

k3 =flt+1/2hy+1/2hk2];

k4 = f[t+hy+ hk3);

yt=h((1/6k1+1/3k2+1/3k3+1/6k4);

{h,yt}];

La Fig. 2 muestra la 6rbita del modelo Lotka-
Volterra utilizando el método Runge-Kutta de cuar-
to orden.

Y2(T)

8 8 & &8 8

o
T

0 20 40 1)
Yi(T)

Fig. 2. Modelo Lotka-Volterra, método Runge-Kutta
4. Nota: Fuente propia del estudio.

La Fig. 2 muestra la solucion de los métodos de
Runge Kutta 4 para las ecuaciones (2) con un tama-
fio de paso de h=1/10 con valores iniciales (40,5).
Ademas, la Fig. 2 ilustra un diagrama de fase co-
rrecto para el modelo de Lotka-Volterra (2), estos
métodos son bastante satisfactorios.

Meétodo 3: LocallyExact

Por altimo, se utiliza los métodos Splitting, es-
tos integran ecuaciones diferenciales ordinarias, en
este trabajo investigativo se utiliza el método
Splitting LocallyExact, usa la evaluacién numérica
directa para resolver localmente la solucién. En
Mathematica se resuelve cada ecuaciéon con el co-
mando DSolve, seguidamente se utiliza una linea
de comando en la que se utiliza el método
LocallyExact.
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DSolve|Y1,var,T]
DSolve|Y2,var,T]

LocallyExact = {"Splitting", "DifferenceOrder"
— 1, "Equations" — {Y1,Y2},"

Method"—> {"LocallyExact","LocallyExact"}};

La Fig. 3 muestra la 6rbita del método
LocallyExact.

T ] T T T T
80|
sof
sl
Y2(T) 2oL
20F
10F
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20 20 40 50 60 70

Yi(D
Fig. 3. Modelo Lotka-Volterra, método LocallyExact.

Nota: Fuente propia del estudio.

La Fig. 3 muestra la solucién para los métodos
de Splitting LocallyExact con valores iniciales
(40,5), para desarrollar este método, primero se
resuelve las ecuaciones del sistema (2) con el co-
mando DSolve, resolviendo de esta manera cada
ecuacion diferencial independientemente. A par-
tir de cada ecuacion independiente se procede a
aplicar el comando LocallyExact.

Comparacion de los métodos con NDsolve

Para realizar la comparacién de los métodos se
utiliza la solucién del comando NDSolve de
Mathematica. La Fig. 4 muestra el plano de fase
del modelo Lotka-Volterra utilizando el comando
NDSolve, de aqui en adelante se identifica como
solucion exacta.

La Fig. 5 muestra la comparacién del método
Euler Explicito y la solucién de del comando
NDSolve.

La Fig. 5 muestra las orbitas del método Euler
explicito (turquesa) y NDSolve (rojo). En este, cla-
ramente se observa que el método de Euler se ale-
ja demasiado a la solucion exacta.
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Y2(T)

Yi(D
Fig. 4. Modelo Lotka-Volterra, método NDSolve.
Nota: Fuente propia del estudio.
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Yi(T)

Fig. 5. Métodos de Euler Explicito y NDSolve.
Nota: Fuente propia del estudio.

Seguidamente, en la Fig. 6 se muestra la com-
paracion del método Runge Kutta de cuarto orden
y la solucién exacta.

La Fig. 6 muestra que el método Runge Kutta
(turquesa) y NDSolve (rojo), tienen idéntica solu-
cién. Se observa claramente que la mayoria de pun-
tos de los dos métodos coinciden. Las variaciones
entre estos pueden ser muy pequefios.

Por otro lado, la Fig. 7 muestra la comparacién
del método LocallyExact y la soluciéon exacta.

La Fig. 7 presenta las orbitas de los métodos
LocallyExact (turquesa) y NDSolve (rojo). En este
se observa que los métodos de LocallyExact es acer-
ca a la solucién exacta, aunque existen ciertos pun-
tos que se alejan levemente de la solucion exacta.

La Fig. 8 muestra la comparacion de los tres mé-
todos Euler Explicito (turquesa), Runge Kutta 4 (ne-
gro) y LocallyExact (azul) conla solucion exacta (rojo).

Y2(T) 29

Yi(D

Fig. 6. Métodos de Runge Kutta y NDSolve.
Nota: Fuente propia del estudio.

Y2(T)

Yi(T

Fig. 7. Métodos de LocallyExact y NDSolve.
Nota: Fuente propia del estudio.
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Fig. 8. Métodos de Euler Explicito, Runge Kutta, LocallyExact y
NDSolve. Nota: Fuente propia del estudio.

La Fig. 8 muestra que los métodos de Runge-
Kutta tienen una exactitud mayor sobre los méto-
dos de Euler Explicito y LocallyExact. El método
Euler Explicito es el que mas se aleja de la solucién
exacta, este es un resultado esperado debido a la
simplicidad de este método.
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Invariantes

En este apartado, para una mejor comprensioén
de las diferencias de los valores obtenidos de la
comparacion de los métodos, se estudia la conser-
vacion de los diferentes métodos de la funcién

I(u,v).

Concretamente, se analiza los valores de error
que proporciona cada uno de los métodos. Estos
valores se presentan en un gréfico, lo que facilita
la comparacion visual de los resultados.

La Fig. 9 muestra la gréfica de las Invariantes
de los métodos Euler Explicito (verde), Locally
Exact (rojo) y Runge Kutta 4 (azul).

La Fig. 9 muestra que el método de Euler Ex-
plicito no tiene una buena conservacion, el error
invariante va aumentando. El método de Runge
Kutta 4 y LocallyExact tienen una mejor conserva-
cion, por lo que, la Fig. 10 muestra los resultados
de estos dos métodos en una escala menor.

0251

0.05F V4

000 - i n A n A 1 i s
5 10 15 20

Fig. 9. Invariantes Métodos de Euler Explicito, Runge Kutta y
LocallyExact. Nota: Fuente propia del estudio.

La Fig. 10 muestra claramente que el método
de Runge Kutta 4 (azul) tiene mejor conservacion
que el método de LocallyExact (rojo).
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Fig. 10. Invariantes Métodos de Euler Explicito, Runge Kutta y
LocallyExact. Nota: Fuente propia del estudio.

V1. DiscusioN Y CONCLUSIONES

El objetivo principal de este trabajo investiga-
tivo es analizar y comparar la solucién numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando
los métodos Euler Explicito, Runge Kutta 4 y
LocallyExact con el modelo Lotka-Volterra. Para
cumplir el objetivo se utiliza el software de
Mathematica. También, este estudio tiene el pro-
posito que estudiantes universitarios utilicen es-
tos resultados como complemento de formacion.

El primer método que se analiz6 fue el método
de Euler ya que es el més simple. Este método es
el que maés se aleja de la solucion de NDSolve. Los
valores de las Invariante se elevan considerable-
mente produciendo errores muy altos. Una venta-
ja de este método es que no consigue un esfuerzo
computacional. Se coincide con la investigacion de
[24], estos autores reportan de manera similar que
el valor calculado en el método de Euler se aleja
apreciablemente del valor verdadero cuando el
paso de integracion es lo suficientemente grande,
es por esto, que se deben adoptar pasos muy pe-

quenos.

El segundo método utilizado en esta investiga-
cion es Runge Kutta 4, este método se acerca de
una manera impresionante a los valores de la solu-
cion de NDSolve, en las orbitas se observa una
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diferencia minima con respecto a la solucién exac-
ta. También, se aprecia niveles muy bajos de error
producido por la invariante. Esta investigacion
coincide con [24], los autores indican que el méto-
do de Runge-Kutta 4 tiene muy buena precision,
teniendo en cuenta los variados cambios de pen-
diente de las curvas que representan el modelo,
durante el proceso de conducciéon del simulador.
También, [25] indica que el algoritmo para el mé-
todo de Runge-Kutta de cuarto orden, o método
clasico de Runge-Kutta, abreviado como RK4, es
de uso extendido, y reconocido como una valiosa
herramienta de calculo, por la buena aproximacion
que produce.

Por altimo, se analiza los métodos de splitting
y composicion: LocallyExact, tiene un acercamien-
to ala solucién dada por NDSolve aunque no tie-
ne la misma precision que los métodos Runge
Kutta 4.

Como conclusién se puede decir que los resul-
tados obtenidos en esta investigacion indica que
el método que mayor conservacion y que mas se
acerca a la solucion de NDSolve es el método de
Runge Kutta 4, este método tiene mayor precision
que el método de Euler Explicito y de LocallyExact,
asi se puede observar en las orbitas comparativas
y en las gréficas de las Invariantes.

Por otro lado, esta investigacion quiere remar-
car la importancia de la utilizacién de un software
matematico en el proceso de ensefianza y aprendi-
zaje, con el objetivo de incrementar el interés y
mejorar el aprendizaje de los estudiantes en el
manejo de los métodos numeéricos para la solucién
de ecuaciones diferenciales. Se recomienda a los
estudiantes y profesores utilizar manipulativos
matematicos con el propésito de verificar resulta-
dos y/o mejorar la comprension de contenidos.

Una futura linea de investigacion podrias ser el
estudio del esfuerzo computacional de cada uno
de los métodos numéricos utilizados en este tra-
bajo.
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