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RESUMEN

La aproximacién es, como todos sabemos, una forma inexacta que es suficientemente l6gica para ser Util. En célculos
tecnolégicos, las aproximaciones juegan un papel fundamental en el momento de mostrar los resultados, pues los
valores exactos dificilmente se obtienen. En matemdticas la aproximacién especificamente se aplica a calculos numéri-
cos, y en forma mds sofisticada a objetos tales como las funciones matemdticas. El ajuste de curvas se encuentra dentro
de este andlisis como un problema de aproximacién; un caso muy co-nocido es el del método de los minimos
cuadrados, en el que se busca una recta que se ajuste perfectamente a una serie de puntos previamente calculados. Y es
precisamente sobre funciones matematicas, especialmente la funcién lineal, que se utilizard como expresién de cdlculo,
en este trabajo, para obtener una aproximacién lo suficientemente exacta en la solucién de ecuaciones diferenciales de
la forma dy/dx = f(x,y) que no pueden ser resueltas mediante los métodos clésicos.

Palabras clave- Ecuaciones Diferenciales, Problema de Cauchy, Funciones Lineales, Matrices, Método de los minimos
cuadrados.

ABSTRACT

The approximation is, as we all know, an inexact form that it is sufficiently logical to be use-ful. In technological
calculations, the approximation plays a fundamental role in the moment of showing the results, because the exact values
are difficultly obtained. In mathematics, the approximation is specifically applied to numeric calculations, and, in more
sophisticated forms, to such objects like mathematical functions. The adjustment of curves is included in this analysis as
a problem of approximation. A very well-known case is the one of the method of the minimum squares, in which is
searched a straight line that adjust perfectly to a series of previously calculated points. And it is, in fact, on mathematical
functions, especially on the lineal function, that it will be used in this article, as expression of calculation, to obtain an
approximate sufficiently exact in the solution of differential equations in the form dy/dx = f(x,y) that cannot be resolved
by the classic methods.

Keywords- Differential Equations, Cauchy problem, Linear equations, Matrices, Method of least squares.
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I. INTRODUCCION

TODOS Los conocedores del tema referente a
las ecuaciones diferenciales ordinarias, sabemos que
en el proceso de hallar su solucién, la misma pue-
de expresarse en forma analitica o0 mediante una
tabla de valores [1]. Ocurre con mucha frecuencia
que en problemas de aplicaciones practicas, la po-
sibilidad de encontrar una solucién analitica (esto
es la funcién solucién de la ecuacioén diferencial)
puede ser altamente compleja o imposible, por lo
que la aplicaciéon de los métodos numéricos resuel-
ve tales situaciones [2] [3].

A pesar de la diversidad de los métodos anali-
ticos, la mayoria de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias no pueden resolverse por esta via.
Recapitulando sobre lo anterior proponemos el si-
guiente ejemplo: Sea la ecuacion diferencial lineal
de primer orden:

d—y+2xy=4x
dx

Al resolverla obtenemos la solucién general de
la ecuacion: )
y=2+CeX

Si es necesario determinar una solucién parti-
cular, debemos agregar una condicion inicial, con
mas precision: un punto cartesiano que conocemos
pertenece a la solucion, para el ejemplo: y(0) = 1.
Sustituyendo en la solucion general los valores de
x e y correspondientes, llegamos a la solucion
particular [4]:

La introduccion de las condiciones iniciales, re-
cibe el nombre del Problema de Cauchy y consiste
en resolver una ecuacion diferencial sujeta a cier-
tas condiciones. (Valores iniciales).

dy _
dx =f(x.y)
y(Xo) =yo

El matemaético francés Augustin Louis Cauchy
(1789-1857), realiz6 importantes contribuciones en
la teoria de las ecuaciones diferenciales [1] [5].

Cauchy

Representemos la grafica de la solucién obtenida.

EES

w

W

= 0 > 10

Es facil observar que la funcion solucion tiende a y = 2.

En el ejemplo anterior la ecuacién diferencial
pudo ser resuelta analiticamente con lo cual se ob-
tuvo una solucién particular con base a las condi-
ciones iniciales, la dificultad de obtener esta
solucion se presenta cuando la ecuacion debe ser
resuelta por métodos numéricos, por lo que no po-
demos hallar su solucién analitica, es por ello, que
pretendemos determinar una funcién lineal [6] de
aproximacién en un reducido intervalo que permi-
ta calcular con notable precisiéon los puntos
cartesianos contenidos en dicho espacio.

Vamos ahora a proponer la solucién de la ecua-
cién diferencial:

dy _ A/x+y

dx ~ In(x)
Sujeta a las condiciones: y(2) = 3

La ecuacién no puede ser resuelta por métodos
analiticos, por lo que calcularemos su solucién nu-
mérica en forma tabular, aplicando el método de
Runge-Kutta 4 [4] al llegar a este punto es nuestro
deseo hallar una funcién lineal (aplicando los mi-
nimos cuadrados [7] [8]) que represente en forma
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muy aproximada la solucién de la ecuacion dife-
rencial, en un determinado intervalo, con este pro-
ceder podemos calcular valores de y en la vecindad
del punto seleccionado P(2,3).

Todo el procedimiento sera calculado en
Mathcad [9], siendo el objetivo primordial deter-
minar la funcién lineal de la forma:

y=mx+n

También es de mucha utilidad la determinacién
del coeficiente de correlacion lineal, que permitira
establecer la exactitud de los calculos a realizar [8].

Se ha tomado un intervalo de calculo [2,2.6] y
un incremento de 0.1, que puede ser menor, para
lograr mayor exactitud.

Como se podra observar al final en la grafica
comparativa, existe una notable congruencia entre
los puntos que representan la tabulacién de los
calculos y la funcién de aproximacion.

II. DESARROLLO

Ecuacion diferencial
dy _ v/x+y
dx ~  In(x)

Condiciones iniciales
y(2) =3
Lo anterior constituye el problema de Cauchy.
Intervalo de tabulacion:
1[2,2.6]
Incremento o paso:
INC=0.1

Datos para el calculo:

Xg = 2
Yo =3
INC = 0.1
XF = 2.6
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El programa RK4, transfiere a la MATRIZ defi-
nida por Q, la tabulacién de los resultados [9].

Q =RK4 (xg, Yo, INC, xF)

(H « INC)
zZe«1
while xg = xF+H
K1<—H-f[)(0.y°]
H K1
K2« H-f +—. +— |
— I..-XO 2 ,YO 2
4 H K2
K3« Hfl xg+—. +— |
<Hf X0+ 3.0+ |
K4 « H-f(xg+H,yg + K3|
Fz. 1< Xp
frz 2¢<Y¥Yp

(K1+2.K2+2-K3+ K4)
6

Yo< Yo+
Xo(—X°+H

z+—z+1

TABULACION DE LOS RESULTADOS

(2 3
21 3.663
2.2 4379
Q=23 5151
2.4 5.981
2.5 6.872
L2.6 7.827)

N=rows (Q) =7 Numero de filas

Con los datos obtenidos utilizando el pro-gra-
ma RK4, representamos los puntos de la Matriz Q.

GRAFICA CON LOS VALORES DE LA MATRIZ Q
7.827
7.022
8218 —
q? 541
**0 45609 —

3.804

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 26
Q<1)
Procedemos a calcular la funcién lineal repre-
sentativa en base a la tabulacion obtenida.

f(x) =mx+n
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donde m es la pendiente de la recta y n el inter-
cepto con el eje Y[7][8]. En la matriz Q la columna
1, representa x, la columna2ay.

(]
(=)

o :'Qm'i}; [@®)]
[[Q-.l- ,i_[o-.iqi-_ j= Nl = J
m= L= 2 - 8035
N T
I zm_iszli“!
J; )] TR
L
Y [a®)] ¥ [
p=d=] -m it - 13226

Calculo del coeficiente de correlacion lineal[8].

N

¥ () (a®),]
ce = 1=1 = 0978

[ 3, [e)]

]=1 j=1

(cc es una medida estadistica que cuantifica la
dependencia lineal entre dos variables, es decir, si
se representan en un diagrama de dispersion los
valores que toman dos variables, el coeficiente de
correlacion lineal sefialara lo bien o lo mal que el
conjunto de puntos representados se aproxima a
una recta). En forma modular:

lccl <1

Con los valores de m, n formamos la matriz
Mié6].

Aplicando sumatoria, llegamos a la funcién lineal.

2 =%
fix) = Z (M;-x2")

11

f(x) — 8.0353 x — 13.2141

Se debe precisar que la funcién lineal obtenida,
no constituye en modo alguno la funcién solucién
de la ecuacién diferencial ejemplificada, es solo una
aproximacion en el intervalo previamente indicado.

Podemos observar como la tabulacién de los
puntos y el segmento gréfico de la funcién lineal,
presentan notable coincidencia en el intervalo
[2,2.6] tal como era de esperarse teniendo en cuenta
el valor del coeficiente de correlacion (cc = 0.978).

SOLUCION GRAFICA Y FUNCION LINEAL

0 ao e

175 |

1
2 20521215 22 225 2.3 2.05 24 2.45 25 2.55 26

X, Q'\1)

III. CONCLUSIONES

Si se nos plantea el problema de hallar una solu-
cion particular a la ecuacion diferencial ordinaria
dy/dx=f(x,y) y que pase por el punto (x0,y0) (Pro-
blema de Cauchy), puede suceder que no exista
método apropiado para resolver dicha ecuacion,
en tal situacién debemos recurrir a algtin medio
que nos permita calcular una aproximaciéon de la
soluciéon buscada. La aproximacién mediante una
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funcién lineal en un reducido intervalo, puede re-
solver dicha problematica.

Nota: Los calculos fueron comprobados con
MAPLE, utilizando el método de Runge-Kutta-
Fehlberg.
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