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En el desarrollo histérico de las Matemdticas, existen determinados temas (especialmente relacionados con el arte del
céleulo), que en un periodo de tiempo relativamente largo son ampliamente usados y después debido al desarrollo
tecnolégico desaparece su importancia. La solucién trigonométrica de la ecuacién de segundo grado, es uno de ellos,

y constituye el tema del presente trabajo.
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ABSTRACT

There are certain fopics, in the historical development of Mathematics (especially, related to the art of calculation) that,
in a relatfively long period of time have been widely used, and later, due to the technological development, their
importance faded. The trigonometrical solution for the equation of second grade is one of them, and it is the topic of the

present work.
Keywords: quadratic equations, trigonometric.

I. INTRODUCCION

SE DENOMINA ecuacion una igualdad entre dos
expresiones matematicas que solo se verifican para
ciertos valores de la variable; estos valores se de-
nominan raices de la ecuacion. Resolver una ecua-
cion es encontrar los valores de estas raices. Si las
expresiones son algebraicas, se dice que la ecua-
cion es algebraica y si una de ellas al menos es tras-
cendentes se dice que es trascendente [1] [2].

La solucién algebraica de una ecuacién no pue-
de ser obtenida mas alla de las de cuarto grado,
resueltas algebraicamente las ecuaciones de los cuatro
primeros grados por medio de radicales desde el siglo X VI
parecia natural intentar la solucion andloga para las
ecuaciones de grados superiores; pero todas las tentativas
de numerosos matemdticos, especialmente de José Luis
Lagrange (1736-1813), fracasaron. Este constante fraca-
so hizo sospechar la imposibilidad del problema persegui-

1

do, llegando Paolo Ruffini (1765-1822) a demostrarlo en
1798; y mds tarde -1824- dio Niels Henrik Abel (1802-
1829) independientemente otra demostracion de esta im-
posibilidad [2] esto quiere decir que no existen
reglas, como la conocida ecuacion de segundo gra-
do, que brinden los valores de las incognitas en
funcién de los coeficientes, de un modo general.

Y es precisamente sobre la solucién de la ecua-
cién de segundo grado el fundamento de este tra-
bajo.

Como se conoce, la forma canénica de la ecua-
cion de segundo grado es ax2 + bx + ¢ = 0 siendo
los coeficientes a, b y ¢ constantes.

Puesto que en la ecuacién de segundo grado
ax2 + bx + c = 0 siempre se supone que a es distinto
de cero, se puede dividir la ecuacién por el referi-
do coeficiente y toma la forma:
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x2 + (b/a)x + (c/a) =0

A partir de la expresién anterior se llega me-
diante transformaciones algébricas a la clasica for-

ma general:
b «f b?- 4ac

2a

X=

Que admite siempre dos raices: x1, X2

II. DESARROLLO

Hay temas en la historia de las Matematicas,
que son ampliamente utilizados en un largo pe-
riodo de tiempo y posteriormente caen en desu-
so, como lo es, el uso de los logaritmos, en el
pasado para realizar calculos complejos mediante
el uso de las tablas, desde su invencién por John
Neper, (1550-1617) [2] hasta las primera décadas
del siglo XX, fueron una herramienta fundamen-
tal de los calculistas; como es sabido el empleo de
los modernos medios de computo, relego a los
logaritmos a cuestiones eminentemente tedricas
o analiticas.

La solucién trigonométrica de la ecuacién
cuadratica, corrio igual suerte, pues fue utilizada
especialmente cuando sus coeficientes en deter-
minados problemas de trigonometria esférica y
astronomia, estaban representados por ntimeros
decimales de varias cifras o sus correspondientes
logaritmos, siendo de este modo muy practica la
resolucioén por medio de tablas trigonométricas [3]

[4] [5] [6].

Este método, aparece por primera vez en la
obra del astronomo Antonio Cagnoli (1743-1816)
“Trigonometria piana esférica”, Paris, 1786 pero hay
que destacar que fue de bastante utilidad hasta
principios del siglo XX [7].

El objetivo del siguiente trabajo es mostrar el
fundamento analitico y practico para el calculo de
las raices de una ecuacién de segundo grado utili-
zando procedimientos trigonométricos en la ecua-
cién ax? + bx + ¢ = 0.

Vamos a considerar dos casos fundamentales,
siendo a =1 [1] [2].

A. Primero: ¢ < 0;

Las dos raices son reales de signos contrarios.

Fig. 1.

Comencemos definiendo la siguiente igualdad:

tg?a=-45 (1)

b2
Tenemos
-b #\b? _ 4c
X =
2
2
X=£='\/b -4c
2 2
1. (b?- 4c).b?
-b
- %
=7 = 2
x=2 4
=5 %
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Aplicando identidades y utilizando la ecuacion (1),

tg? o.= sec?o - 1

X = % [1 ey seczot]

-b 1

- |1
_+_
2 cos?a.

Il PR
X_7[1+ cos((x)}

Con todo lo anterior, obtenemos,

X =

- 1
x1= 2|1- |
2 cos (o)
b 1 (3)
X2= —-
2 | * cos(a) I

Aplicando nuevamente identidades llegamos a
las férmulas précticas.

x1=\f—_c.tan[%}

(4)
]

Ejemplo No. 1

Sea la ecuacion.

8.363x2 + 0.594x - 2.167 = 0
Solucion.

Dividiendo por 8.363

x2+0.071x - 0.259 = 0
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b =0.071, c = - 0.259
Sustituyendo en (1)
tg (o) = 14.336
o = Arctg (14.336)
o= 86°C
Sustituyendo en (3) - (4)
X1=0.47

X2 =-0.54

. Segundo: ¢ > 0

Las dos raices reales son positivas o negativas.

Fig. 2.

Partiendo de la igualdad:

sinza = 4% (5)

b

Y utilizando la identidad

. 2
sin o + cosza= 1
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En (2) obtenemos

x1 = ; (1 - cos (o))
(6)

X2 = ? (1 + cos ()

Aplicando identidades
x1 =_\/E.tan[%J
(7)
x2 = - c-cut[EJ
2

Nota: En el caso tratado (c > 0) se ha supuesto b
> 0, si fuese b < 0, basta cambiar el signo de las
raices.

Ejemplo No. 2

x2+3.45x +2.16 =0

b=3.45c=216

(b > 0, reales negativas)

2. \/ 2.16
ArcSen | ———

a -_—
3.45
o = 58.43 °C
X1= -0.8218
X2 = -2.6280

II1. PRoGrRAMACION EN MATHCAD

Como complemento a todo lo anterior se pre-
senta un programa disefiado en Mathcad para la
obtencion de las raices de la ecuacién de segundo
grado en forma trigonométrica.

Para la corrida del programa solo es necesario
definir en ESG (nombre del programa) los coefi-
cientesa, by c.

Aqui se consideran las soluciones reales, no in-
cluyendo las imaginarias.

ESG(A1,B1,C1) =

if

s
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return "No es cuadrdtica"
return "b =0" if B1=0
return "c=0" if C1=0

B«

A1l

Ae——

A1
B1
A1
c1

Ce—

A1

return “Imaginarias" if Bz— 4C<0
s1,1< "Angulo y ="
$2,1< "x1="

s3,1 ¢ "x2="

Sq4,1 < "a"

S5 1< "b"

S6.1 "c"

C<0
2../-C
B
p < atan(a)

180
ﬁ._
™

&

v«

X1 & /=C tan| %-deg‘l

X2 & -|' N cot|' % deg\'| |

C>0
B

p < asin(a)

180
p—
™

N e

if B>0

X1 —/C tan|"l de \
tan| 1 deg|

x2-{/C cot|'% deg:| |

if B<o

x1 < /C tan| % deg |

x24/C cot|( % deg |

sy, 2« floor(v)
s2,2¢x1
$3,2¢ X2
sq4,2< A1
sy 2 B1
sg,2< C1

if A1=0
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C. Diagrama de flujo sintetizado

-Yes-

&

P —

- Reales negativas 1

{ Reales positivas
—

Considerando las ecuaciones seleccionadas
como ejemplo, el programa muestra los siguientes
resultados.

Eiemplo No. 1

("Angulo a =" 86 )
"x1=" 0.47476
"x2="  -0.54579
ESG(8.363,0.594,-2.167)=
"a" 8.363
"b" 0.594
L e -2.167
Ejemplo No. 2
Como comprobacién utilizando el

“Angulo o =" 58

"x1=" -0.82188
2" -2.62812
ESG(1,3.45,2.16) =
" 1
"b" 3.45
“c" 2.16

comando RESOLVER de Mathcad, verificamos que:

2 -0.545

8.363 x" +0.594 x - 2.167 resolver —
0.4747
2 -2.628

X"+ 3.45 x + 2.16 resolver —
-0.8218
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IV. CoNCLUSION

La solucién trigonométrica de la ecuacion de
segundo grado, fue en su momento una alterna-
tiva para el calculo de las raices de las ecuaciones
cuadréticas, los modernos medios de computo,
han relegado este tema, asi como otros a cues-
tiones netamente histéricas pero no por ello deja
de ser interesante su conocimiento pues consti-
tuye parte del patrimonio de la historia de las
Matematicas.

El tema tratado presenta muy escasa bibliogra-
fia, pues cuando aparece solo son brevisimas men-
ciones sin mayores detalles.

En algunos textos de Algebra del siglo XIX y
principios del XX se muestran solo determina-
dos articulos asociados a la Teoria de las
Ecuaciones.

El procedimiento trigonométrico también se
extiende a determinados tipos de ecuaciones de
tercer y cuarto grado, como se muestra en el ar-
ticulo Application of trigonometry to the Teory of
Equations.
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