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PROLOGO

El lenguaje aqui es tomado en el sentido del Lenguaje Formal
en logica y en el sentido del Lenguaje Computacional en Infor-
matica, con el fin de encontrar la génesis de éste es decir la for-
macion, evolucién y transformacion del primero en el segundo.
Con este objetivo, fue necesario recorrer de manera exhaustiva
una serie de obras segun la sucesion de tiempo y de evolucién
de conocimiento de los dos tipos de lenguajes que nos llevan a
esbozar los momentos de esa génesis. Asi mismo, este recorrido
tiene como horizonte la comprensién del modo de formacién de
estos lenguajes, que existe de manera histérica y epistemoldgica.

Asi se ha realizado este estudio a la vez preciso, concreto y
claro. Preciso, en el sentido que se apoya en una documentacion
de primera mano; concreto porque respeta la especificidad de las
obras, de los temas y de las épocas; claro porque muestra los en-
cadenamientos de las ideas y la emergencia de los problemas que
estos suscitan.

Evidentemente la abundancia del material y los temas que to-
can estos lenguajes obligaron a sefialar la imposibilidad de su ex-
haustividad y a seleccionar los temas mds dicientes, a limitar los
campos tedricos y a distinguir momentos significativos y fructi-
feros para el desarrollo de su conocimiento. Estas delimitaciones
se escogieron de manera juiciosa, desde un doble punto de vista
epistemoldgico y pedagoégico.

Este estudio es el resultado del proyecto de investigacién "De-
sarrollos epistemoldgicos del lenguaje 16gico-matemadtico que
fundamenta la génesis del lenguaje de computacion”, correspon-
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diente a la linea de investigacion Logica Matemadtica del Grupo
de Investigacion de Matematicas y Ciencias de informacion. In-
vestigacion que ha sido concluida y que ademds ha tenido como
productos, articulos publicados y ponencias en diferentes eventos
académicos’.

! "Bases epistemoldgicas de los lenguajes de las maquinas lgicas":
Capitulo de libro: Matemadticas en tecnologia y educacién: una pers-
pectiva republicana, Bogotd, Edit. Temis, 2014; “Contexto y elementos
de una sintaxis del lenguaje 16gico”, articulo en la Revista, Ingenieria,
matemdticas y ciencias de la informacion, Corporacion Universitaria
Republicana, vol. 1, nim. 1, 2014; “Alan Turing, su obra y los efectos
sobre la calculabilidad”, articulo en la Revista, Ingenieria, Matemdticas
y ciencias de la informacion, Corporacién Universitaria Republicana,
vol. 1, nim. 2, 2014; “Lenguajes de programacién”, Ensayo del Grupo
de Semilleros, diciembre de 2012; “Formalizacion y Lenguajes Logicos”,
Ponencia en el 1 Simposio de Ingenierias, Matematicas y Ciencias de la
Informacion, noviembre 2013.
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INTRODUCCION

“Las ciencias abstractas necesitan vi-
vamente un medio de expresion que
permita a la vez prevenir los errores de
interpretacion y evitar las faltas de razo-
namiento. Los unos y las otras tienen
su causa en la imperfeccién del len-
guaje...”.

GortTLoB FREGE, Que la ciencia justifi-
que el recurso a una ideografia'.

WITTGENSTEIN declara que “lalégica es una invencién muy
importante”; RUSSELL, a su vez, afirma que cualquier proble-
ma sometido a un andlisis y elucidacion l6gica puede llegar a
soluciones consecuentes y claras; también afirma que la 16-
gicamoderna puede expandir nuestra imaginacion abstracta
y proporcionar un nimero infinito de hipétesis aplicables a
cualquier campo del saber. En ese sentido se puede pensar
que la [égica matemdtica presenta un salto en el conocimien-
to, porque muestra un conjunto amplio de problemas sus-
ceptibles de recibir una solucién; se plantea, entonces, una
“revolucion” en este saber, por el grado de claridad, precision
y por la apertura de perspectivas y horizontes novedosos
que confiere.

'Publicado en el Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische kritik
(81) en 1882. En Ecrits logiques et philosophiques, trad. francesa por
Claude Imbert, Paris, Edit. Seuil, 1970.



2 INTRODUCCION

Es asi como el objetivo principal de este estudio corres-
ponde a una parte de esa nueva légica que son los lenguajes
formales, como resultado de la formalizacion de la 16gica y
sus relaciones fundantes con los lenguajes computacionales.

El primer capitulo: Génesis de los lenguajes formales,
muestra una vision general de las investigaciones de laldgica
de finales del siglo x1x y comienzos del xx, marcados por los
fundamentos de matemdticas que contribuyen al desarrollo
de laldgicay esta, a su vez, es una contribucion en la inves-
tigacion de dichos fundamentos. Asi, los descubrimientos
de CANTOR tocan la comparacién de colecciones (1874),
el método de la diagonalizacion y la teoria de conjuntos.
Teoria, cuyo conjunto de infinitos no enumerables presenta
antinomias o paradojas, ampliadas también por la deficien-
ciade los sistemas de deduccion, que llevan a reformulacio-
nes de la 16gica existente.

El segundo capitulo: Formalizacion, en el cual el acento
estd marcado sobre los diversos aspectos y caracteristicas de
esta, su resultado en los sistemas formales y lo que se nos
es dado: el lenguaje. Lenguaje que conlleva un sistema de
inferencia (sintaxis) y un sistema de interpretacién (seman-
tica), es decir, el paso entre probar e interpretar.

El tercer capitulo: Sintaxis. En éste se presentan las “re-
glas de juego” sobre las cuales esta se realiza y las diferentes
propiedades a las que la sintaxis se acredita en la formacién
de expresiones bien formadas. Igualmente, el planteamien-
to de la diferencia entre aquello que es elemental y lo que no
lo es (ideal).

El cuarto capitulo: Semdntica. El objeto de éste es exami-
nar los sentidos posibles de una expresion ldgica; es decir,
la interpretacion en un lenguaje mas comprensible, lo que
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es posible estableciendo una correspondencia entre los dos
y, por tanto, de una evaluacion. Asi, podemos decir que una
expresion puede presentarse de varias maneras (diferentes
sentidos), pero que conducen a una sola denotacion, refe-
rencia o valor. Lo que nos llevaria a pensar que si el calculo
de un valor conduce a un “empobrecimiento’ del contenido
operacional del objeto, porque tenemos dos expresiones de
presentarlo: “((1+ 1)+ 1)+ 17y “2x2”, que llevan al mismo
valor en N, sin embargo el significado operacional es distin-
to. Entonces que se pierde en identificacion de expresiones
teniendo la misma referencia o denotacidn, se gana en liber-
tad de interpretacion, y viceversa, pero esto va a depender
de los requerimientos propuestos en la interpretacion.

La introduccién de las nociones de interpretacion y los
diferentes métodos como variables de funcién y de modelo
de TarskI, permiten el razonamiento de una seméntica. Bien
que los métodos sintdcticos son naturalmente adaptados en
la 16gica, son los métodos semdnticos que aparecen mas
inteligentes y evolucionados, por su flexibilidad.

El quinto capitulo: Lenguajes de computaciony lenguajes
formales, basado sobre un rol dependiente de la informéti-
ca alalodgica. La concepcién del programa, algoritmo, se
plantea como la construccion de expresiones bien formadas
del lenguaje computacional, a partir de reglas de deduccion,
lo cual conlleva a probar las expresiones, como se realiza
en légica; y ejecutar un programa significa normalizar esta
prueba. Es aqui donde intervienen los sistemas de inferencia
y la semédntica de la 16gica. Asi mismo, la construccion de
lenguajes computacinoales como interpretadores, compila-
dores y optimizadores toman sentido en la teoria de la re-
cursividad.
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GENESIS DE LOS LENGUAJES FORMALES

1. INTRODUCCION

En el curso de los dltimos ciento cincuenta afios las in-
vestigaciones en logica matemdtica han evolucionado de
una manera muy importante, cruzandose en los primeros
tiempos con las ideas de los fundamentos de matemditicas.
El presente capitulo muestra la problemaética referente a la
teoria de conjuntos de CANTOR, sus efectos sobre el sistema
matematico y las deficiencias del sistema deductivo y de
razonamiento. Igualmente, se muestran las corrientes “refor-
mulacionistas” de la 16gica que van a hacer frente a los de-
fectos y paradojas del sistema. Por ultimo, se plantean los
conceptos base de la formalizacion y constructividad de
los sistemas matematicos, como resultado de los plantea-
mientos de los matematicos y l6gicos.

2. TEORiA DE CONJUNTOS DE CANTOR

Uno de los puntos de interés de CANTOR' es la manera de
determinar si una coleccion es menos numerosa que otra,

! GEorG FERDINAND LUDWIG PHILIP CANTOR (1845, Saint-Petersburg
— 1918, Halle), matemadtico alemdn, conocido por ser el creador de la
teorfa de conjuntos. Establece la importancia de la biyeccion entre los
conjuntos, define los conjuntos infinitos y los conjuntos bien ordenados;
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igualmente numerosa o mds numerosa que ella. Se trata
de mostrar colecciones finitas, lo que se puede hacer por
medio de la formacion de pares, asociando a un elemento de
una de estas colecciones un elemento de la otra coleccion;
es decir, realizando una correspondencia biunivoca entre
elementos (uno a uno: 1-1). Si esta es posible, quiere decir
que las colecciones son “iguales en nimero”, o que tienen
el mismo ndmero cardinal.

Esta correspondencia puede tener un efecto paradojico,
porque si los cuadrados de enteros positivos pueden ser pues-
tos en correspondencia 1-1 con todos los enteros positivos,
se puede presentar como contradictorio, segun el axioma
de EucLIDES, por el cual, el todo es mds grande que cada
una de sus verdaderas partes (partes que no son idénticas
al todo) (KLEENE, 1971, pag. 184)?. Contradiccion, que no
excluye la correspondencia 1-1 de una coleccion infinita con
una parte de otra coleccidn infinita, cuya posibilidad conduce
a formar los pares de otra manera, totalidades, que en este
caso, se correspondan de una manera biunivoca.

Asi, por ejemplo, en la cadena de niimeros naturales 0,
1,2,3 456,78 9,..., las colecciones susceptibles de
hacer la correspondencia biunivoca con los nimeros natu-
rales se llaman infinitas numerables. Un conjunto infinito
enumerable, presenta sus elementos en una lista infinita, lo
que conduce a una correspondencia 1-1 entre este conjunto
y los nimeros naturales.

prueba que los niimeros reales son mas numerosos que los enteros na-
turales. El teorema de CANTOR implica la existencia de una infinidad de
infinitos, define los nimeros cardinales y los ordinales y su aritmética.

2 KLEENE llama la atencién sobre la posibilidad de esta correspondencia
presentada por Galileo, Bolzano, Plutarco y otros como G. d’Ockham.
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En este sentido, se pueden llamar conjuntos enumerables
infinitos, los nimeros naturales, enteros positivos, cuadrados
de enteros positivos, los ndmeros racionales (0, 1, -1, 1/2,
1/3,-1/2,2,-2,-1/3, 1/4,...); los nlimeros reales algebraicos
o el conjunto de numeros reales que son laraiz de ecuaciones
(ecuaciones polinomiales) en una variable x con coeficientes
enteros.

Sin embargo, al lado de estos conjuntos enumerables in-
finitos, existen otros conjuntos, es decir, conjuntos infinitos
no enumerables, que es imposible poner en corresponden-
cia con los nimeros naturales. Cantor va a demostrar que
existen potencias superiores a la enumerable, en donde el
método de demostracién podia explicarse para cualquier
potencia (RoulLHAN, 1996, pag. 23)°. El método utilizado
por CANTOR para mostrar tales conjuntos, es el llamado de
la diagonal. Vamos a retomar la interpretacion de KLEENE
(1994, pags. 188-191), asi:

Uno de los casos de conjuntos infinitos no enumerables,
es el conjunto de funciones aritméticas a una sola variable;
por ejemplo, las funciones de una sola variable a que reco-
rre el conjunto de los nimeros naturales, con valores en el
conjunto de los nimeros naturales. Ejemplos: a*3 a+ 1,5
(funcién constante), a (la funcidén idéntica), [\/a] (el entero
mds grande < Va). Para demostrar que el conjunto de estas
funciones no es enumerable, se supone una enumeracion
dada: f, (a),f,(a),f, (a),... de funciones aritméticas. Se trata
de construir una funcion aritmética f (a) que sea diferente de
cada funcién que pertenece a la enumeracion dada, lo que

3 ROUILHAN nos precisa que CANTOR se tiene como el inventor del
método, pero Du Bois-REyMoND lo habfia utilizado veinte afios antes
que CANTOR.
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probara que esta enumeracién no es una enumeracion de
todas las funciones aritméticas de este tipo. Para construir
f (a), se presentan los valores de las funciones S, f, (@),
/, (@),... en una tabla infinita:

A 0 1 2
fo (@ £, (0) Jo (D L@
fi (@ 1,0 fi ) L@
f, (@ £, 0) £ M 5@

Ast, se define f (a) como la funcién cuyos valores serian
obtenidos de la diagonal (en gris) de la tabla, es decir, que

fl@)=fa(a)+1

Esta funcion no figura en la enumeracion anterior f; (a),
f, (@), f, (@),... porque difiere de f, (a), segtin el valor que
toma sobre el 0, de f, (@) segun el valor que toma sobre el
1,... etc. Por ejemplo, al retomar las funciones expuestas
anteriormente, si

fia)=a’ f,(@=3a+1,f,(@)=5,f (a)=a,f,(a)= [\/a],...

entonces f,(0)=0,f, ()=4,  f,2)=5, f,(3)=3,f,#) =2,...
pero fO=LfM=5  f@2)=6fC3)=4f4=3

Si el argumento se realiza de otra manera y se supone que
la funcion f (a) figura en la enumeracion anterior f, (a), f,

(@), f, (@),...; y supongamos que existe un nimero natural
p, de manera que existe un nimero natural p tal que

f(a)=fp (a)
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Para todo nimero natural a. Al sustituir el nimero p por
la variable a en las anteriores ecuaciones, se obtiene:

Fo)y=fp @) =fp @) +1

Lo que es imposible porque el nimero natural ]; (p) no
es igual a s{ mismo aumentado de una unidad y, por tanto,
se puede decir que el conjunto de todos los nimeros reales
es no enumerable.

A partir de su método, CANTOR desarrolla una Teoria de
conjuntos abstractos, en la cual trata de conjuntos de dife-
rentes tipos®. El define (CANTOR, 1895, pag. 481) conjunto
como “... toda coleccion M de objetos m diferenciados por
nuestra percepcidn o nuestro pensamiento (esos objetos seran
llamados elementos de M)’™.

El nos da las siguientes precisiones:

*m € M significa que m pertenece a M, o bien, que m es
un miembro de M o es un elemento de M.

* m ¢ M significa que m no pertenece a M.
* M, =M, significa que dos conjuntos M, y M, son idén-
ticos si tienen los mismos elementos.

* GEORG CANTOR, (1895-1897). “Beitrage zur Begrundung der trans-
finiten”, Mathematische Annalen, 46 (1895), 481-512; 49 (1897); reim-
preso en 1932. Traducido al francés: Sur les fondements de la théorie
des ensembles transfinis, por F. MAROTTE. In Mémoires de la Société des
Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, reeditado por Gabay, Paris,
2000. Estas publicaciones fueron las dltimas contribuciones significa-
tivas de la teoria de conjuntos. El primer articulo define los conjuntos,
subconjuntos, etc., de la manera que se conoce hasta hoy, la aritmética
de cardinales y ordinales. En el segundo articulo define la teorfa de
conjuntos bien ordenados y la de los ordinales.

5 Citado por KLEENE (1998, pag. 191).
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* Un conjunto finito puede ser descrito al colocar la lista de
sus elementos entre paréntesis (el orden es indiferente); con
puntos de suspension, se puede sugerir un conjunto infinito.
Por ejemplo: [1, 2, 3] es un conjunto de tres elementos y [0,
1,2, 3,...] es el conjunto de los numeros naturales.

* Un conjunto M, es un subconjunto de un conjunto M
y se escribe M 5M, si todo elemento de M, es elemento de
M. Asi, por ejemplo, el conjunto de tres elementos [1, 2,
3] tiene ocho subconjuntos: [ |, [1], [2], [3], [1, 2], [1, 3],
[2, 3], [1, 2, 3].

Sabemos que el primero es el conjunto vacio, 1os tres
siguientes son los singletones (un solo elemento).

* Lanocion de cardinal M es el abstracto de M y de otros
conjuntos susceptibles de ser puestos en correspondencia
1-1 con el conjunto M®. CANTOR explica que al no tener en
cuenta la naturaleza de los elementos del conjunto M, ni su
orden, se presenta la potencia o cardinal de M.

Para RusseLL en 1902 y FrReGE en 1884, el cardinal M se
define como el conjunto de todos los conjuntos N 'y que pue-
den poner en correspondencia 1-1 con M. Lo que tiene por
consecuencia que los cardinales pueden ser tomados como
individuos en un universo cuyos miembros son conjuntos.

Para todo conjunto M, 2™ es el conjunto de todos los
subconjuntos de M, pero segtin lo que hemos planteado
con el método de la diagonal 2" es no enumerable; o sea,
que 2" = M.

¢ De esta manera, se llega a comprender el concepto de dos, proce-
diendo por abstraccion de la existencia en el mundo o en el cuerpo: dos
manos, dos orejas, dos piernas y lo que es dos en si, no es importante.
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Anotaciones. Lateoria cantoriana de conjunto se desarro-
lla sobre una base de cardcter 16gico, porque los conjuntos
se pueden concebir como extensiones de conceptos, aunque
CaNTOR plantea que los conjuntos existen independiente-
mente de los conceptos. La nocién de conjunto en general,
sugiere la operacion de fotalizar y por esta via introduce el
infinito actual diferente del infinito potencial.

Los matematicos de la época toman una actitud reservada
frente a estas nociones; una es la posicion de Gauss (1831),
que prohibe utilizar dimensiones infinitas como realidades
finitas; otra es la posicion de BROUWER, el cual afirma que el
concepto de conjunto infinito, incluso el potencial, requiere
otra clase de l6gica diferente a la clésica.

3. LAS PARADOJAS

La teoria de conjuntos de CANTOR termina por imponer-
se, a pesar de sus resistencias, hacia 1890-1900, y llega a
considerarse como la base del edificio matematico. Asi, la
aritmética de numeros finitos, con la cual se habia reconstrui-
do las otras partes de las matematicas, era, a su vez, un caso
particular simple de la teoria de conjuntos, el de los conjuntos
enumerables. Pero surgen, posteriormente, al interior de la
teoria, antinomias o paradojas’; es decir, parejas de teoremas
que son contradictorios. A preguntas como “;el conjunto
de todos los conjuntos que no se contienen ellos mismos
como elementos, se contiene €l mismo como elemento?”’, se
plantean tanto respuestas negativas como positivas. Lo cual
presenta una gravedad excepcional para las matemadticas, en

"Paradoja viene del griego paradoxos (para: contray doxa: opinion):
opinién contraria a la opinién comun.
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su fundamentacion: si una teoria tiene garantizada su validez
por la coherencia formal, cualquier fisura en su edificio era
suficiente para comprometer su totalidad.

Por tanto, aunque la existencia de paradojas es abundante
y remonta a la Antigiiedad (megdricas, eledticas,...), la ma-
yorfia son ilustraciones diferentes de unas pocas paradojas
estructurantes. Estas paradojas pueden ser planteadas desde
dos puntos de vista: las paradojas ldgicas y las epistemolo-
gicas o semdnticas.

A) Paradojas logicas

Las paradojas ldgicas, para RusseLL (1906), se caracte-
rizan porque “si ellas deben ser (are to be) resueltas, debe
hacerse (must) por una modificacion de los planteamientos
l6gicos corrientes” y son aquellas que tocan directamente
la inconsistencia del sistema de 16gica corriente. RUSSELL
clasificaba estas paradojas segin nociones ldgicas o mate-
maticas: ordinales, cardinales, clases, relaciones, funciones,
proposiciones...

Se tienen como logicas las paradojas como las de BURALI-
Fortr (1897, teoria cantoriana de los ordinales), CANTOR
(1899, publicada por Zermelo en 1932), RusseLL (1902,
publicada en The principles of mathematics, 1903)..., entre
otras. Nos vamos a referir a la paradoja de RusseLL y la de
CanToR de manera ilustrativa de las paradojas logicas.

Paradoja de RusseLL de 1902: RussELL examina la forma
en la que CANTOR demuestra que no existe el nimero cardinal

8 BERTRAND RUSSELL, (1906). “Les paradoxes de la logique”. Revue
de métaphysique et de morale, 14 (1906-1907). Citado por RouiLHAN
(1966), Paris, pur, pag. 290.
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mas grande y que al aplicar esta demostracion al “niimero
de todas las cosas que existen en el mundo”, descubre la
paradoja. Asi que él considera “una clase muy particular”
aquella de las “clases que no son miembros de ellas mis-
mas” y RUSSELL se pregunta si esta clase es miembro de ella
misma o no, porque cada término de la alternativa conduce
igualmente a su contrario y, por tanto, hay una contradiccion.

En su demostracion, €l va a presentar como ninguna apli-
cacion f: u — f(u), no puede ser suryectiva en el caso de la
clase de todas las clases. Porque si para toda clase, existe
una suryeccion a saber f: u — f(u), por ejemplo, en la apli-
cacion determinada f (x) = x si x es una clase y f (x) = {x}
si no, lo cual es una contradiccion.

Anivel mas sencillo, se puede explicar como “el conjunto
de todos los conjuntos que no se contienen ellos mismos
como elemento”. Asi, sea S este conjunto. Supongamos que:

* § se contiene a s mismo, pero en virtud de la definicién
de S, S no se contiene a s mismo.

* Entonces, por reduccion al absurdo (se rechaza la hip6-
tesis), se demuestra: S no se contiene a si mismo.

* Pero, segun la definicidn, S se contiene a si mismo.

* Lo cual constituye una contradiccion, es decir, una pa-
radoja.

RUSSELL propone una version popular a esta paradoja: “El
barbero de un pueblo rasura a todas las personas que no se
rasuran por si mismas. Pregunta: ;el barbero se rasura él
mismo?”. Es una paradoja que dice falso (porque logica-
mente es contradictoria).

La paradoja de Cantor (1899): relativa alanocién de nu-
mero cardinal. En 1883 ya habia demostrado que no existe
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el niimero cardinal més grande. CANTOR encuentra este mis-
mo resultado por otra via y demuestra que existen potencias
superiores a aquella de enumerable y anota que el método
de demostracion podia aplicarse a cualquier potencia y prue-
ba corolariamente que existen potencias superiores a aquella
del continuo, por el método de la diagonal, ya expuesto.

De manera esquematica, CANTOR demuestra: sea 7T el
conjunto de todos los conjuntos. 27 es el conjunto de todos
los conjuntos; entonces, 27 < T, entonces M no > N; porque
2"no > T. Pero, en virtud del teorema de CANTOR: 27 > T,
existe entonces una contradiccion y, por tanto, una paradoja.

Anotaciones. RoulLHAN (1996, pag. 20) nos explica que
estas paradojas son la prueba apagdgica (prueba por el
absurdo), de su resolucion: la paradoja del ‘barbero’ es la
prueba por el absurdo de la hip6tesis de la existencia de un
tal barbero (que no existe). En la paradoja del conjunto de
RussELL, es la hipotesis de la existencia de un tal conjunto,
que no existe, lo mismo que el conjunto de todos los conjun-
tos de Cantor. Légicamente, se da una propiedad caracte-
ristica de ese conjunto, una condicién necesaria y suficiente
para que un objeto sea un elemento del conjunto, que no es
lo bastante precisa para ser comprensible. La informacién
dada no va en correspondencia con la doxa, o evidencia que
se plantea. ;Qué falta, si se trata de un conjunto (objeto abs-
tracto, no concreto), en el campo de la abstraccién para que
sea legitimo? Lo que falta, es una compresion mds profunda
de la nocién de conjunto, y la determinacion correlativa de
un principio limitado en la abstraccién para controlar su uso.
Asi mismo, se observa que los conjuntos presentados en
estas paradojas son demasiado “grandes” como el conjunto
T de todos los conjuntos en la paradoja de CANTOR, lo que
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puede llevar al libre uso de concepciones intuitivas (base de
la definicion cantoriana de conjunto) que conduce a graves
dificultades, como se ha visto en las paradojas expuestas.

Asi, la disolucién de estas paradojas requiere conocer
claramente las formulas regulares primitivas, a las cuales se
les puede aplicar el principio de abstraccion y las formulas a
las que se hace excepcion; un procedimiento que determine
en donde comienza, como y el porqué de esta manera de
proceder, lo mismo que los esquemas de deduccion definidos
en el procedimiento.

B) Paradojas epistemoldgicas o semdnticas

Una paradoja semdntica es relativa a diversas nociones
semdnticas que relacionan el lenguaje con el mundo de
hechos reales; es decir, la nocién de verdad verificacional
de un enunciado o la nocién de satisfaccion de una férmu-
la, por una o varias entidades. Estas paradojas dependen,
entonces, de hipotesis extraldgicas, las cuales son posibles
de reformular y ser corregidas; la teoria Iégica en el marco
donde ellas aparecen no estd en juego.

Este tipo de paradojas incluyen las de Richard, Berry, del
Mentiroso..., entre otras. Nos vamos a referir a la paradoja
de RICHARD.

En su carta de 1905 a la Revue générale des sciences pu-
res et appliquées, J. RICHARD expone su paradoja y propone
una solucién, asi:

Sea un lenguaje en el cual se pueda formular o definir
las propiedades puramente aritméticas de los nimeros
cardinales. Consideremos asi las definiciones que pueden
ser establecidas por ese lenguaje. Es claro que para evitar
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la circularidad o la regresion al infinito, ciertos términos se
refieren a propiedades aritméticas que no pueden ser defi-
nidas explicitamente. Podemos admitir que comprendemos
inmediatamente lo que se presenta como definicidn; por
ejemplo: “un entero es divisible por otro entero”, “un entero
es el producto de dos enteros”, etc. La propiedad de ser un
numero primo puede definirse asi: “no es divisible sino por

el mismo y por 17, y asi sucesivamente.

Entendemos que cualquier definicién es una cadena fini-
ta de letras del alfabeto y de términos que pueden ser un es-
pacio o las 27 letras del alfabeto, con la condicién que el
espacio no figure ni en posicion inicial, ni en la posicion
terminal. En este caso se puede ordenar las definiciones en
serie: una definicion precederd a otra, si el nimero de letras
de la primera es inferior al de la segunda, y si dos definiciones
tienen el mismo numero de letras, ellas seran ordenadas en
orden alfabético de sus letras. En consecuencia, se podra
asignar a cada definicion un entero tinico que representara
el nimero del lugar que ocupa esta definicién en la serie.
Por ejemplo, la definicién que comprende el més pequeiio
numero de letras llevara el nimero 1, la definicion que le
sigue inmediatamente en la serie llevard el nimero 2, y asi
sucesivamente. El resultado es una enumeracioén D, D,
D,,... de las definiciones descritas.

Como a cada definicién se asocia un entero Unico, se
puede, en ciertos casos, que el entero asociado a una defi-
nicion posea precisamente la propiedad que esta definicion
determina. Por ejemplo, si la definicién D, dice: “niimero
divisible por él mismo y por uno”, se ve claramente que *“7”
posee él mismo la propiedad descrita. Al contrario, supon-
gamos que la definicién: “ser el producto de un entero por
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si mismo” es la definicion D , es claro que el nimero 15
no tiene esa propiedad. Se puede decir que para este tipo
de definiciones tiene la propiedad de no correspondencia 'y
para las otras definiciones, como la D, tienen la propiedad
de correspondencia. De manera general, se define: “x es
no correspondencia” como una manera abreviada de decir:
“x no posee la propiedad designada por la definicién a la
que estd asociada, en el conjunto ordenado en serie de las
definiciones”; y “x es correspondencia” en el caso contra-
rio; es decir, las definiciones que corresponden al conjunto
enumerable, y efectivamente enumerado, E.

Pero la definicidn de ser no correspondencia describe
manifiestamente una propiedad numérica de los enteros; ella,
entonces, forma parte de la serie de definiciones establecidas
aqui'y, por consecuencia, asociada a un nimero de orden que
es un nimero entero a la vez, lo podemos llamar e.

En este momento, nos podemos preguntar si ;“e es
correspondencia” ? Encontramos aqui una contradiccion,
en efecto, e es no correspondencia si 'y solo si e no posee
la propiedad designada por la definicion a la cual €l esta
asociado. Es decir, e es no correspondencia siy solo si e
no es no correspondencia, de manera que “e es no corres-
pondencia” es verdadero y falso a la vez, es decir, que hay
una contradiccion.

Anotaciones. A partir del andlisis de la paradoja de Ri-
CHARD, surge la idea de “principio de circulo vicioso”, que
PoiNcARE (1905-1906) va a retomar posteriormente. Por
medio de éste, introduce una distincion en la nocién de de-
finicidn: aquella de D, pero que no puede valer solamente
para definicién de un elemento de E, porque ello implica la
nocion del conjunto £ mismo. Tal definicion es ilegitima,
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paradojica. Este es el origen de la paradoja: la reflexion
sobre si, es autorreferencia y es un circulo vicioso.

Igualmente, se puede decir que la paradoja se debe a la
falta de claridad en el uso de las reglas de juego; se dejo
de lado una hipdtesis ticita pero esencial que toca la serie
ordenada de las definiciones. Se habia convenido considerar
las definiciones de las propiedades puramente aritméticas
de los enteros, propiedades que se formulan con la ayuda de
conceptos como la adicién aritmética, la multiplicacion,...,
y entonces, se pide, sin mucha claridad, aceptar en la serie
una definicidén que contiene una referencia a la anotacion
utilizada para formular las propiedades aritméticas. Mas
precisamente, el de la propiedad de no correspondencia, que
no forma parte de la serie inicialmente establecida, porque
esta desarrolla conceptos metamatemdticos. Lo que indi-
ca la necesidad de distinguir las aserciones interiores a la
aritmética (que no hacen referencia a ningun sistema de
anotacion) y las aserciones correspondientes a un cierto sis-
tema de anotacidn que posibilita la sistematizacion de la
aritmética (metamatemdtica).

4. REFORMULACION DE LAS MATEMATICAS Y DE LA LOGICA

Las paradojas 16gicas y las semdnticas muestran dificul-
tades inherentes a la teoria 16gica y matemadtica realizadas
sobre una base intuitiva; es decir, faltas en la formalizacién y
rigurosidad tanto en los planteamientos como en las demos-
traciones, presentadas en la base cantoriana de conjuntos,
de clases, entre otros. Estas dificultades van mas alla de las
matemadticas y atacan su fundamento, lo que conduce a pre-
guntarse como modificar la teoria de manera que se pudiera
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impedir las contradicciones. Asi mismo, lleva a preguntarse
sobre los puntos particulares que conducen al error, sobre
los métodos de construccion y de razonamiento que habian
parecido siempre convincentes antes del surgimiento de las
paradojas.

Una de las problematicas mds vastas planteada por las
paradojas, era la relativa a la naturaleza de las matematicas,
al alcance de sus métodos y particularmente a los métodos
deductivos, llamados axiomdticos, 1o cual nos lleva a pre-
guntarnos sobre estos métodos y sus alcances.

A) Métodos axiomdticos’

El método axiomadtico tiene como objeto presentar, a la
base de la teoria que se pretende demostrar, algunas propo-
siciones (axiomas) y reglas que se han escogido por ser las
mds “dicientes”, generales, simples y sin la condicién de ser
demostradas, sobre las cuales se realiza la deduccion de to-
das las proposiciones necesarias para demostrar la verdad
de la teorfa en cuestion. Para BLancug (1990, pag. 11), la
axiomadtica es la forma perfeccionada, que toma hoy una teo-
ria deductiva. Esta descripcion se aplica tanto a los griegos
del siglo 1v, como a los 16gicos y matematicos del siglo xxI.

EucLipEs reconoce el método, en dos disciplinas: la
aritmética y la geometria, en las cuales se propone distin-
guir los principios o “comunes” de aquellos que no lo son.
Igualmente, este método se encuentra, por una parte, en la
“silogistica” de ARISTOTELES Y, por la otra, en una forma ele-
mental del calculo proposicional de CHRYSIPPE, lo mismo que

° Axiomdtico, viene del griego axioma (proposicion).
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en la “estatica” inaugurada por ARQUIMEDES. En el siglo xix,
el instrumento axiomatico se abre a una renovacion, con la
Begriffsschrift de FReGE (1879), que procede en la tradicién
euclidiana a la estructuracién del “calculo de predicados™.
Un recurso andlogo pero renovado se encuentra en los Prin-
cipia mathematica de WHITHEAD y RusseLL (1910-1913),
renovacion que llega a la obra de HiLBERT en Grundlagen
der geometrie (1971).

De esta manera, en la Antigiiedad, se conoce la axioméa-
tica con los Elementos de Euclides (330-320 a. C.). Este
método permitié sistematizar muchos de los conocimientos
geométricos y matemadticos. A manera de sintesis, esta
axiomatica consiste en:

* Presentar las definiciones de ciertos términos primitivos,
tales como punto, recta, plan..., definiciones que sugieren
al lector el sentido de estos términos.

* Presentar los axiomas o postulados, que son proposicio-
nes relativas a los términos primitivos juzgados aceptables
sobre la base de los términos.

* Definir nuevos términos definidos por referencia a los
términos primitivos.

* Definir nuevas proposiciones, llamadas teoremas, de-
ducidos de los axiomas, segtin reglas de légica.

La axiomatica del tipo euclidiano es llamada axiomdtica
material. El desarrollo de esta axiomadtica en la geometria
produjo una gran impresion sobre los pensadores: los axio-
mas de la geometria, en pequeflo nimero, soportan todo
el peso del nimero infinito de proposiciones que permiten
demostrar los axiomas. Ademas, durante mas de dos mil
afios se considerd que estos axiomas eran verdades del es-



GENESIS DE LOS LENGUAJES FORMALES 21

pacio 'y por esto garantizaban la verdad y la consistencia de
todos los teoremas. Era, entonces natural, preguntarse si
se podia establecer sobre la base de los fundamentos de la
axiomdtica otras ramas del pensamiento.

En este sentido, un clima de fundamentacién surge, en
el cual los dominios del pensamiento matemdtico podian
ser provistos de un conjunto de axiomas para el desarrollo
sistemdtico de la totalidad infinita de las proposiciones ver-
daderas de cada dominio. Se asiste de esta manera, a una
intensificacion de la investigacion matematica. Muchos
de los problemas matemadticos fueron resueltos, otros se
demostraron l6gicamente imposibles y otros permitieron la
creacion de nuevos sectores del estudio matemaético.

Uno de los desarrollos mds significativos tuvo que ver con
la busqueda de la solucién de uno de los postulados de Eu-
CLIDES, que habia sido reputado menos evidente que los otros:
es el quinto o postulado de las paralelas; asi EuCLIDES dice:

“Postilese... Y que siunarecta al incidir sobre dos rectas
hace los dngulos internos del mismo lado menores que dos
rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se en-
contrardn en el lado en el que estan los [dngulos] menores
que dos rectos”.

Una de las interpretaciones:

Por un punto P dado no situado sobre la recta dada l, se
puede hacer pasar una recta y una sola paralela a 1 (que
no corte | en ningiin punto).

Desde la Antigiiedad, se traté de demostrar este postu-
lado a partir de los otros teoremas de EucLIDES, lo que lo
hubiera transformado en teorema, pero se demostré (GAuss,
Bovyal, LoBATCHEWSKI y RIEMANN) que era imposible deducir
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el axioma de paralelas a partir de los otros axiomas. Este
resultado fue de gran importancia en el caso que es posible
dar una demostracién de la imposibilidad de demostrar
ciertas proposiciones en un sistema dado. Por otro lado, los
matematicos tomaban conciencia del hecho de que EucLIDES
no representaba la verdad ultima en materia de geometria,
porque se podia construir nuevos sistemas geométricos
utilizando axiomas diferentes de aquellos escogidos por
EucLIDES e incompatibles con ellos.

Anotaciones. Tanto el resultado de las paradojas como
la falta de consistencia en el sistema axiomatico utilizado
desde la Antigiiedad, plantea como consecuencia que la
concepcion de las matemadticas como “ciencia de la canti-
dad” era totalmente inadecuada. Deja abiertos una serie de
problemas como aquellos relativos a la estructura deductiva,
en donde la validez de la inferencia matematica es absolu-
tamente independiente del significado que podrian tener los
términos o las expresiones contenidas en los postulados o
axiomas. Asi mismo, la dificultad en la interpretacién de
los axiomas y en su aplicacion a un sistema de objetos que
no sea solo el sistema en el cual se postuld su existencia y
en tal caso queda la pregunta sobre el nivel de consistencia
del sistema de axiomas. Se es consciente de que las mate-
madticas eran mucho mads abstractas y formales de lo que se
creia hasta entonces. M4s abstractas, porque las aserciones
matematicas no siempre son construidas sobre conjuntos de
objetos o propiedades de objetos determinados de manera
intrinseca y clara; y mds formales, porque la validez de las
demostraciones matemdticas reposa sobre la estructura de
las aserciones que ellas contienen y no sobre la naturaleza
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particular de lo que se estd demostrando, lo que va en detri-
mento también de la consistencia del sistema matematico.

La busqueda de soluciones a estas problematicas presen-
tadas, va a ocupar varios de los desarrollos de las matema-
ticas y la l6gica a principios de siglo xx, se diferencian tres
corrientes: los logicistas, los intuicionistas y los formalistas.

5. CORRIENTES REFORMULACIONISTAS

Logicistas: sus principales representantes son FREGE'
y RusseLL!! que procuran fundamentar las matematicas
utilizando dnicamente recursos de la l6gica tradicional,
quitdandoles cualquier contenido diferente a esta.

FREGE con su obra Begriffsschrift: “libera la 16gica de
una conexion artificial con las matematicas, mientras que
al mismo tiempo prepara una interrelacion mas profunda
entre estas dos ciencias”!? y le da a esta ciencia su forma
moderna. El objetivo era llegar a una cadena de razona-
mientos donde no falte ni un solo anillo: seria una cadena
sin lagunas (liickenlos). Pero tal ideal exige el empleo de un
simbolismo, la matematica lo tiene pero no el razonamiento
matemadtico, que se expresa en parte con el lenguaje ordi-
nario, de manera ambigua. Asi, el primer objetivo de esta

10 GortLoB FREGE (1848, Wismar, Alemania — 1925, Bad Kleinen,
Alemania).

" BERTRAND RUSSELL (1872, Trellech, Reino Unido — 1970, Penrhyn-
deudraeth, Reino Unido).

12.J. vaN HEDENOORT, From Frege to Godel, a source book in mathe-
matical logic 1879-1931, Cambridge, Mass, Harvard University Press,
1967, pag. vi. Citado por R. BLANCHE y J. DuBucs, La logique et son
histoire, Paris, Armand Colin, 1996, pag. 309.
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ldeografia es presentar un criterio mds seguro de la validez
de una cadena de inferencias que permite remontar hasta la
fuente de todo aquello que estaba implicito. Es la ideo que
impulsa la grafia, para poder escribir una lengua hay que
construirla primero. Con esta obra, la 16gica se libera de la
esclavitud del andlisis de las lenguas naturales.

FRrREGE expone la primera presentacion axiomadtica y cien-
tifica del conjunto de las nociones de base de la l6gica, in-
tegradas a un sistema perfectamente coherente:

* Concibe la introduccién del modo de pensamiento ma-
tematico en la construccion de la 16gica, de manera que es-
tablece una prioridad de la proposicidn sobre el concepto y,
por tanto, del andlisis de la proposicion, que puede, a la vez,
descomponerla en sus elementos; la distincion fundamental
no es la de sujeto y predicado, sino aquella que distingue
una funcion y un argumento; fundamenta en particular la
nocién de funcion', que para el andlisis de la proposicion,
es un paso decisivo en la renovaciéon moderna de la l6gica.
El andlisis presenta asi, las siguientes ventajas:

* Permite el andlisis cldsico, pero en un nivel subordinado:
un concepto es una funcién a un argumento, cuyo valor es
siempre valor de verdad; la extension de un concepto a dos
valores, es el recorrido de los valores que transforman esta
funcién en una proposicion verdadera.

* Base de la teoria moderna de la cuantificacion: si en 16gi-
caclésicala cantidad de una proposicion general se determina
por el “sujeto” (concepto), es decir una funcion, la cuantifi-

13 La palabra funcion fue introducida en el lenguaje matematico por
LEiBNIZ, y la notacion f (x) por CLIRAUT y EULER. FREGE libera la nocién
de su uso expresamente matematico, y admite argumentos diferentes a
los numéricos.
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cacién moderna se hace sobre el argumento indeterminado:
no sobre hombre en todo hombre es mortal, sino sobre x
que el que sea es mortal si es hombre. De esta manera, la
cuantificacidon podra ser miltiple, en una sola proposicion:
varias funciones con argumentos distintos: (x) f (x) 5 (3y)
g, )"

« Organiza en un sistema deductivo y presenta las rela-
ciones entre las leyes [6gicas o juicios del pensamiento puro
que entran en juego en la deduccidén matemadtica, asi que el
contenido de estas se encuentra condensado en unas pocas.

RussELL, de su lado, para evitar las antinomias, como “la
nocion de clase que se contiene a si misma”, va a proponer
la “jerarquia de tipos” (RusseLL, 1908, 1910); es decir, la
Jjerarquia de predicados, en la cual larestriccion impuesta por
esta teoria, es que la clase (o predicado) a la cual pertenece
el individuo (dltimo o no) debe ser de tipo inmediatamente
superior a la suya, de manera que un enunciado de la forma x
€ x estd prohibido. Teoria propiamente 16gica, porque Rus-
SELL muestra que todas las antinomias conocidas y no solo
las de la teorfa de conjuntos, cuando consisten en decir por
medio de una proposicion algo que se refiere a ella misma,
son producto de un “circulo vicioso”, y entonces pueden ser
resueltas por la teoria de tipos.

RusseLL distingue los enunciados sin sentido y los enun-
ciados falsos, distincion importante para un 16gico', donde
la forma “‘sin sentido” resulta de la forma misma, es un “‘error

14 La teorfa cldsica se contenta de ordenar esta proposicién en los
universales sin ir mds lejos en el andlisis.

15T 0s enunciados de la metafisica, son sin sentido, es una de las tesis
esenciales del empirismo logico.
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de sintaxis”, no del contenido mismo del enunciado, que en
este caso seria verdadero o falso.

Los Principia mathematica (RUSSELL-WHITEHEAD, 1910-
1913), es una verdadera suma de principios matemadticos;
presenta los trabajos de formulacion de axiomas de analistas
y gedmetras, lo mismo que la 16gica simbdlica como instru-
mento de razonamiento de las matematicas. Reconoce la
diferencia entre una regla de inferencia y una ley de cdlculo.
Por otro lado, presenta los desarrollos del cdlculo de rela-
ciones, en donde una relacion es la clase de diadas, triadas,
etc., que sostienen entre ellas una relacion; por ejemplo, la
clase de la relacion capital de es la clase de la diada (x, y)
tal que x sea la capital de y (Bogotd, Colombia; Lima, Pert;
etc.). Asi, ciertas proposiciones que se tenian como axio-
mas son demostradas o declaradas superfluas, de manera
que el campo de las matemadticas se extiende y se precisa por
adicion de sujetos nuevos y reevaluacion de otros.

Anotaciones. Los diversos desarrollos de los logicistas
estdn al origen de la 16gica moderna; es uno de los instru-
mentos de escritura simbdlica que se utiliza hasta ahora y es
el lenguaje comun de los 16gicos. Sin embargo, es necesario
disociar este instrumento l6gico de la reduccién logicista a
la cual el instrumento estaba destinado y por la cual, esta
escuela tuvo muchas criticas.

Intuicionistas: entre los cuales figuran BROUWER, WEYL,
PoiNcARE y KRONECKER. Argumentan que los principios de la
matematica cldsicano eran confiables y que lalégica yano se
tiene como verdad absoluta. Su posicion es constructivista,
asi, por ejemplo, para la teoria de niimeros, se considera una
lista no finita de ndmeros naturales:

0,1,2,3,4,5,....,.n,n+ 1
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De manera que cada nimero, excepto el 0, es sucesor
de un nimero tnico. Se puede definir recursivamente las
operaciones de la adicién, producto,..., y, en consecuencia,
no es necesario referirse a la existencia de un conjunto N
que contenga una totalidad infinita de nimeros naturales,
ni un conjunto C(N), ni 2”como el conjunto de todos los
conjuntos, etc.

Asi, a partir de la construccion de los nimeros naturales,
pueden construirse los enteros, y luego los racionales a partir
de enteros,.. ., sin hacer mencién a la existencia de conjuntos
infinitos, ni tampoco a la nocién de fotalidad. Por medio
de la construccidn se abren las posibilidades al infinito po-
tencial, no son dominios cerrados de cosas que existen en
si mismas; por el contrario, las matematicas cldsicas con
la creencia del absoluto transcienden las posibilidades de
realizacion y ostentan verdades no fundamentadas. Igual-
mente, las demostraciones por contradiccién o reduccion al
absurdo no son aceptadas en el intuicionismo porque para
demostrar, por ejemplo, la existencia del nimero » tal que
tenga la propiedad p, el intuicionista construye o encuentra
un método que permita obtener el nimero »n con tal pro-
piedad. Al contrario, el matemaético clasico concluye, por
contradiccidn, que existe un n con la propiedad p, sin dar
cuenta clara del procedimiento utilizado para encontrarlo.

En cambio, de la contradiccion, los intuicionistas utili-
zan el principio de inducciéon. BROUWER (1908)'¢ critica el
planteamiento de que las leyes ldgicas poseen una validez
independiente del sujeto al cual se aplican, especialmente
la ley del tercer excluido: PV ~P.

16 “Sur le caractere incertain des principes logiques”.
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Asi, por ejemplo, sea la proposicién P(x), x pertenece al
conjunto C, aplicado a 3x P(x) V ~3x P(x), esta ley afirma
que o bien existe en C un x tal que P(x) o bien no existe en
C ningun x tal que P(x). En el caso que C sea un conjunto
finito 3x P(x) V ~3x P(x) es verdadera porque nos podemos
dar cuenta que 3x P(x) o bien que ~3x P(x), mirando si cada
valor x de C, P(x) se realiza, como C es finito debe ser po-
sible, en principio, de llevar el procedimiento hasta el final.
Pero si C es un conjunto infinito enumerable, como el con-
junto de nimeros naturales, el procedimiento no puede hu-
manamente llevarse hasta el final y, por tanto, no se puede
creer que Ix P(x) V ~3x P(x) es verdadero siempre.

Anotaciones. Para los intuicionistas la l6gica cldsica ha
dejado de lado los conjuntos finitos y, por tanto, no cuenta
con los limites originales. Igualmente, esta l6gica considera
a los conjuntos infinitos, como superiores y anteriores a las
matematicas y termina por aplicarlos, sin razén valedera.

Formalistas: entre los cuales se cuentan: ZERMELO, FRAEN-
KEL, VON NEUMANN, SKOLEM, BERNAYS, PEANO y su principal
representante Davip HILBERT, en las décadas de 1920-1930.
Pretenden rescatar la matemadtica cldsica con base en la
formalizacién de la matematica. Para ellos, las matemati-
cas van mads alla de aquello que es pensable claramente y
justificable por la intuicion, y van a proponer un programa
para salvar las matematicas cldsicas, que deben desarrollarse
por una teoria axiomdtica formal y consistente. Antes de
su programa, una demostracion por consistencia para una
teoria, consistia en presentar un modelo o interpretacion, en
donde todos los axiomas de la teoria debian ser verificados, en
términos de la otra teoria tomada como modelo (la geometria
de LOBATCHEVSKI es consistente si la geometria euclidiana lo
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es); es decir, que el método del modelo muestra que la teoria
es consistente si la otra teoria lo es. Pero ;como establecer
la consistencia del andlisis, por ejemplo? Seguramente ni
reenvidndolo al modelo geométrico ni al universo fisico;
se trata mds de una idea que se obtiene por extrapolacion.
Entonces, demostrar la consistencia de los sistemas matema-
ticos exige otro método diferente al del modelo, que reside
en el hecho de que no haya contradiccién o paradoja en dos
teoremas en el que uno sea la negacion del otro.

La axiomdtica formal asegura una completa libertad para
escoger los objetos que designan los términos primitivos
con la sola condicién que verifiquen los axiomas, porque
la interpretacion de los términos primitivos, en lugar de ser
especificada con anterioridad, se deja sin especificar. En
este sentido, los términos de la axiomatica deben ser tratados
como desprovistos de contenido cuando se trata de hacer
deducciones logicas a partir de los axiomas, para evitar los
contrasentidos, porque si los términos tuvieran un contenido
equivaldria a decir que los teoremas no dependen solo de
las propiedades de los términos primitivos, sino también de
otras propiedades que se introducirian por intermedio del
contenido de esos términos.

Igualmente, para mostrar que la contradiccion es imposi-
ble, propone la teoria de la demostracion o metamatemadtica,
cuyo objetivo es la realizacion de demostraciones a partir
de esa axiomdtica formal; aqui se utilizan solo métodos
finitistas, que son intuitivamente mas seguros.

Asimismo, los formalistas al admitir que las matemadticas
clasicas desbordan el campo de la evidencia intuitiva, ex-
plican cémo sus partes no intuitivas pueden tener un valor,
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haciendo una distincion entre los enunciados reales (sentido
intuitivo) y los enunciados ideales (presuponen el infinito
actual). A un sistema construido con enunciados reales se le
pueden agregar enunciados ideales, con fines tedricos tales
como la simplificacién de teoremas o su unificacién bajo un
punto de vista tnico; por ejemplo, en la teorfa analitica de
nuimeros cuyos teoremas sobre los enteros se demuestran por
medio de la teoria de nimeros reales o complejos.

6. CONCLUSIONES

Los desarrollos en 16gica de las tres corrientes fundamen-
tan la logica contempordnea o 16gica matemadtica, en donde
las tres vias reformulacionistas aceptan y aportan los presu-
puestos de esta logica. Asi, la matemadtica no va a fundarse
exclusivamente sobre la 16gica, como pretendia RUSSELL y
FREGE, pero acepta presupuestos como los dados en la Be-
griffsschrift o la Teoria de tipos de Russell. Igualmente, las
controversias entre BROUWER y HILBERT, llega a su fin con el
reconocimiento por los intuicionistas, del hecho de que el
programa de HILBERT seria aceptable si se abstenian de ver,
en una demostracion de consistencia, ciertas razones que
pretendian dar un sentido real a algunas partes de las matema-
ticas consideradas por los intuicionistas como desprovistos
de fundamento intuitivo. Para lo cual, HILBERT presenta la
distincién de enunciados reales e ideales, que hemos plan-
teado. Nos encontramos con una légica cuya reorientacion
estd basada en la efectividad, formalizacion y operatividad.
Asi, los formalistas e intuicionistas van a pertenecer a la
misma familia, en el sentido que los dos van a atribuir un
lugar prioritario a los razonamientos constructivos.



Carituro I

FORMALIZACION

1. INTRODUCCION

Una gran parte de los esfuerzos de los 16gicos del siglo xx
se ha orientado a la formalizacion rigurosa del pensamiento
matematico. En este capitulo nos proponemos mostrar cémo
se formaliza un dominio de las matemadticas, que en este caso
seria la logica elemental de proposiciones. Se muestra de
esta forma, los elementos, la estructuracion, los diferentes
pasos de esta formalizacidn, que conlleva la constructivi-
dad y la simbolizacion para obtener un sistema formal. La
simbolizacidn requiere, entonces, la estructuracién de un
lenguaje formal.

2. PROCESO DE FORMALIZACION

La formalizacién consiste en sustituir los enunciados
de un discurso usual, la mayoria de las veces equivoco y
ambiguo, suprimiendo todo factor intuitivo o subjetivo, por
un discurso simbdlico, donde cada configuracion de signos
y cada regla tienen un significado univoco y claro. Su
objetivo es establecer un sistema que permita pasar de una
configuracion de signos a otra configuracion, en virtud de
reglas definidas con anterioridad, sin considerar otra cosa que
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los signos y las propiedades de los objetos que estos signos
pueden representar. Un tal sistema se llama sistema formal.

El proceso de formalizacion depende de la riqueza del
pensamiento que se traduce simbdlicamente; si se toma, por
ejemplo, como objeto, los razonamientos empleados por las
matemadticas clésicas, se tendria, en primera instancia, una
l6gica elemental de proposiciones. Pero si, al contrario, se
considera la deduccién 16gica usual de la complejidad que
proporciona el uso de diferentes modalidades, se constituye
entonces una légica modal'.

De manera general, 1a formalizacion parte de los enuncia-
dos correspondientes a una teoria no formal y busca expresar
de manera simbdlica las propiedades estructurales de estos
enunciados; por ejemplo, cuando se formaliza una parte de
las matematicas, el punto de partida es una matematica de-
ductiva pero que harecurrido a la intuicion, de alli el nombre
dado, por algunos mateméticos (BourRBAKI, WAERDEN,...),
de matemdtica ingenua. El proceso que se realiza, en este
caso, es el paso de lo intuitivo (no formalizado) a lo formal;
se podria pensar en los axiomas y postulados de EUCLIDES,
que no enuncian la totalidad de propiedades que se utilizan
en las demostraciones y son el punto de partida para Hir-
BERT (1899), para la constitucion de los fundamentos de la
geometria. El presenta un tratamiento formal de postulados
y axiomas de EucLIDES, por medio de su axiomdtica formal,
e incluye las hipétesis “escondidas” de EUCLIDES.

Por otro lado, se puede dar un proceso de lo formal a lo
ingenuo o intuitivo; en consecuencia, si tenemos un sistema

' Es la l6gica de proposiciones que ha sido estudiada con mayor
asiduidad, tanto por su relativa simplicidad como por la necesidad de
fundamentar la teoria de conjuntos.
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formal dado, se puede estudiar las propiedades del sistema,
que den sentido a las nociones puramente formales de tal
sistema. El resultado de este estudio es una feoria intuitiva
que constituye una interpretacion del sistema y el estudio
de la correspondencia entre el sistema y su interpretacion
es el objeto de la semdntica. Se ve claramente que los dos
procesos de formalizacion y de interpretacion toman sentido
en la relacion correspondiente entre estos dos procesos.

Es entonces, el doble pasaje de lo intuitivo a lo formal
(formalizacion) y de lo formal a lo intuitivo (interpretacién),
lo que hace que se produzcan estos sistemas formales de
l6gica contemporanea.

La formalizacién presupone, igualmente, la nocién de
constructividad y la de simbolizacion.

Anotaciones. Laformalizacién es una nocion que estd en-
focada ala generalizacion y abstraccion de la teoria intuitiva,
en las cuales se exponen las diversas proposiciones que
soportan nuestro razonamiento, 1o mismo que los sistemas
de reglas, asi que la forma como se desarrolla la formaliza-
cion se presenta de un modo categorial: no se trata de pres-
cribir o prohibir, sino de llegar a convenciones; se necesita
una cierta libertad para la construccién de las proposiciones
y de la l6gica correspondiente (principio de tolerancia de la
sintaxis). En este caso, en el desarrollo de una teoria forma-
lizada, el pardmetro 16gico no posee un sentido absoluto, es
relativo al conjunto de proposiciones que se van a formalizar.

A) Constructividad

El esfuerzo realizado por una formalizacién consiste en
circunscribir las expresiones dadas, intuitivamente, en un
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campo formal; de manera que estas expresiones formaliza-
das puedan ser consideradas como sustraidas de cambios o
cuestionamientos posteriores. La constructividad asegura
esta delimitacion y puede asimilarse a lo enumerable, pro-
piedad que la separa de la decidibilidad o del procedimiento
efectivo mismo.

Los elementos que intervienen en la formalizacion, por
intermedio de la constructividad, son totalmente distinguibles
los unos de los otros y del resultado de esta. En conjunto
con el proceso de la simbolizacién (lenguaje simbdlico),
son expresiones claras y precisas propias para ser analiza-
das con objetividad; por ejemplo, un conjunto de enteros
puede enumerarse de manera precisa, cuando el sistema y
sus resultados se conocen claramente.

La nocién de constructividad pertenece a lo “actual” y
requiere un cardcter “efectivo” (un procedimiento), pero
puede enfocarse también sobre operaciones “futuras”, como
lo plante6 HiLBERT (1925) para el tratamiento de lo infinito.
En este sentido, dos tipos de elementos pueden representar-
se efectivamente: los unos se relacionan con las operaciones
orealizaciones efectivas y los otros referidos a posibilidades
de ser efectuados; cualquier evocacion de futuro (virtual)
tiene necesariamente como soporte lo actual; silos dos tipos
de elementos se sitdan en lo efectivo, la posibilidad de una
operacion de totalizacidn es imposible, no se puede realizar
en efecto y se queda en el campo del concepto.

Por este hecho, la constructividad, en general, no tiene un
sentido completamente riguroso, se puede ver en la exclusion
de las fotalizaciones infinitas y no permite la introduccién
del infinito sino bajo su forma potencial; sin embargo, esta
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representacion no es estdtica: la constructividad suministra
la posibilidad de ir mds alla de lo actual.

Por ejemplo, en el caso de funciones recursivas, la cade-
na de enteros puede caracterizarse por medio de la nocién
sucesor, a través de la cual se reconstituye la cadena de los
enteros a partir de 0; esta cadena de enteros permite abordar
los elementos que vienen después de la cadena, pero no la
totalizacion entera de la cadena.

De manera que lo propio de la constructividad es la aper-
tura: después de cualquier entero hay mds enteros, ninguna
enumeracion puede agotar aquello que es accesible por el
pensamiento constructivista; sin embargo, esta nocion se
mantiene en lo enumerable: si se determina un objeto que
no entra en una cadena de enumeracién dada, es posible
determinar una nueva enumeracion en la cual este objeto
sea incluido e ir mds alld de los términos efectivamente ac-
cesibles, y asi sucesivamente.

Aqui es necesario distinguir un horizonte que, al contrario
de los términos que se pueden describir efectivamente, no
se da en forma actual, pero no obstante se da con cada uno
de estos términos. El horizonte es lo que hay de presente,
posibilita la percepcion de aquello que puede ser traido al
presente por la intuicion y se vuelve un componente necesario
de la estructura de la experiencia matematica.

Anotaciones. En la nocién de constructividad subyacen
dos posiciones sobre el sery la existencia de un objeto ma-
temdtico (LADRIERE, 1957, pag. 30), asi:

* Posicion de los intuicionistas (BROUWER y su escuela),
nominalistas, constructivistas y empiristas: la existencia
matemadtica se reduce a la constructividad: el ser matema-
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tico no es una realidad auténoma, no existe sino en el acto
por el cual se engendré (BoniFacg, 2004)?; la exigencia de
constructividad lleva a no tolerar cualquier consideracion del
infinito actual y no admite sino el infinito potencial (de aqui
la concepcién de continuo; o sea, que contiene partes que se
dividen indefinidamente). Desde el punto de vista 16gico,
esta exigencia se traduce por no utilizar el tercer excluido
(para las colecciones infinitas): no se puede afirmar a priori
que la solucién de un problema matematico debe ser de tipo
A 0 A, sino hasta que se tenga un procedimiento efectivo
que permite obtener esta soluciodn, si es el caso.

* La posicion de HILBERT en su metamatemadtica, exige
la constructividad, porque para HILBERT el ser matematico
existe, en principio, en el pensamiento y, a la inversa de
BROUWER, la existencia matematica se prueba por la no
contradiccion,; por ejemplo, si se construye un sistema
formal para la aritmética, se puede luego demostrar la no
contradiccidn que se extiende progresivamente a todo el
andlisis. La constructividad se sitda en criterios de demos-
tracion, muy restrictivos, no admite los razonamientos por
induccién completa, solo la utilizacioén de una recurrencia
en el campo de lo finito.

El sistema formal integra estos dos aspectos: por una par-
te, las nociones constructivistas que admiten el infinito poten-
cial y, por la otra, la nocion hilbertiana de la demostracion

> BoNIFACE nos sefala que el pensamiento matematico se funda so-
bre una intuicién originaria, aquella de la divisién de la unidad, como
fuente de la dualidad, la cual es la misma de la estructura del tiempo
y es ella misma la que es la base de la nocién del nimero entero cuya
posibilidad de una repeticion indefinida, da lugar al caracter indefinido
de la cadena de enteros.
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de no contradiccidn con criterios efectivos de demostracion,
que podria verse en el infinito actual.

B) Simbolizacion

La formalizacion exige el recurso a simbolos diferentes
de aquellos del lenguaje ordinario: es practicamente imposi-
ble satisfacer las exigencias estrictas de la formalizacion, si
se expresan en el lenguaje usual, con su imprecision e irre-
gularidades; es por esto por lo que la formalizacién supone
la simbolizacion. Esta requiere un progreso en la abstrac-
cion: un enunciado puede utilizar simbolos sin asegurar por
esto que sean formales; es necesario, ademds, que intervenga
un nivel de abstraccion necesario en la creacion de un sim-
bolismo nuevo.

Este proceso suministra a las expresiones que se forma-
lizan, el lenguaje necesario para la rigurosidad de la formali-
zacion. Este lenguaje posee una triple propiedad:

* Se presenta como una “‘exterioridad” accesible a la per-
cepcion;

* Representa los requerimientos intuitivos de la “teoria in-
tuitiva” que se formaliza;

* Posibilita un andlisis riguroso del proceso de formali-
zacion, porque su analisis no se hace sobre los contenidos
intuitivos, sino sobre la representacion formal.

Anotaciones. EL nicleo de la simbolizacion radica, en-
tonces, en el lenguaje y en este caso se trata de un lenguaje
formalizado (véase cap. 11, sec. 4: “Lenguajes simbolicos
formales™).
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3. SISTEMAS FORMALES

El resultado del proceso de formalizacién, con las pro-
piedades de constructividad y simbolizacion, es un sistema
formal, que se presenta a la base de las teorias deductivas
para llevar a cabo la axiomatizacion de estas teorfas.

En este sentido, el sistema formal se sitia en la evolucién
de la axiomdtica, en la cual se distinguen cuatro estadios
(LADRIERE, 1957, pags. 35-36):

* Axiomdtica intuitiva: se separan los conceptos (intuiti-
vos), los enunciados fundamentales (evidencias) y los pro-
cedimientos de deduccién que son los de la 16gica natural,
por ejemplo, los Elementos de Euclides.

* Axiomdtica abstracta: los conceptos fundamentales
se precisan y califican como generales y se verifican los
axiomas que se aplican a los objetos; no se tiene en cuenta
sino ciertas propiedades que son enunciadas explicitamente.

* Axiomadtica formal: los conceptos fundamentales no
desempeinan ningun papel, su sentido se fija a partir de las
relaciones establecidas entre ellos por los axiomas; estos
conservan todavia expresiones del lenguaje ordinario, cuyo
sentido esta dado por la intuicion, por ejemplo, los axiomas
de Peano.

* Sistema formal®: en donde “la referencia a un sentido
exterior al sistema se elimina, gracias a la utilizacion de un

3 MarION (2004, pags. 103-107) relata esta evolucion: FREGE en
su “Ideograffa” de 1879 concibe varias nociones innovadoras para la
historia de la 16gica, asi como el reemplazo de la idea sujeto/predicado
por la de funcion/argumento, introduce la teorfa de funciones, los cuan-
tificadores y la idea de sistema formal. Con esta nocion, se propone
desarrollar un sistema de 16gica formal a partir del cual los teoremas de
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lenguaje simbdlico rigurosamente definido; los procedi-
mientos de deduccién admitidos se presentan completamen-
te, pero la intuicién no puede ser eliminada completamente,
esta no se refiere al contenido de los conceptos o expresio-
nes, sino que se reduce a la intuicién de las manipulaciones
definidas sobre un sistema de signos. Basta con poder iden-
tificar un signo, distinguir dos signos diferentes, reemplazar
un signo por otro segin un modelo de sustitucion [...]. El
sistema axiomadtico no tiene mas como objetivo que el de
hacer aparecer el orden natural que existe entre los enun-
ciados de una teoria [...]. Se pide al sistema responder a
ciertas condiciones de simplicidad y de claridad que condu-
cirdn la seleccion de axiomas: lo que hay que obtener es la
eliminacion de toda ambigiiedad” (LADRIERE, 1957, pag. 37).

Asi, por ejemplo, el paso de una axiomadtica intuitiva a
un sistema formal se puede ver, al considerar una teoria ma-
temdtica intuitiva (geometria euclidiana), que reposa sobre
un cierto ndmero de definiciones, axiomas y postulados
explicitamente enunciados, que no requieren demostracion
y son admitidos sin pruebas, en donde:

* Las definiciones: caracterizan los objetos de la teoria;
se asocian a representaciones intuitivas, la mayoria de las
veces (representacion de la recta, del plan,...).

la teoria elemental de ndmeros serian inferidos; se demuestra que a todo
teorema de la aritmética corresponde un teorema al interior del sistema
formal, y viceversa; se opera de esta manera una reduccion de la aritmé-
tica a la 16gica. Esta nocién siguié una evolucion gracias a las criticas
hechas al logicismo, entre otros, por L. WITTGENSTEIN (pardg. 4.1273
del Tractatus logicus philosophicus), por la circularidad existente en la
nocion de relacion ancestral, nocién fundamental para la reducciéon
logicista de la cadena de ndmeros naturales.



40 LENGUAJES FORMALES Y LENGUAJES COMPUTACIONALES

* Los axiomas y postulados: enuncian las propiedades
fundamentales; se asocian a evidencias variables, segin
el caso (“dos cantidades iguales a una tercera son iguales
entre ellas™).

A partir de estos, era posible deducir las proposiciones
nuevas; sin embargo, la deduccion no esta explicitamente
definida y admite sin critica particular todos los tipos de
razonamiento estimados correctos. Ademds, en las demos-
traciones se suponia mds de lo que estaba explicitamente
enunciado; en el inventario de los principios y el lenguaje
utilizado se hacen llamados a la intuicidn, en formulas va-
riadas como “‘es evidente que...”, “se ve que...”. De aqui,
lanecesidad de evitar evidencias no controladas y renunciar
a apoyarse sobre representaciones de los seres matematicos
ideales, como la recta o el circulo trazados sobre papel.

La formalizacién de una axiomatica intuitiva y de una
abstracta de una teoria intuitiva dada, se presenta asi:

* A los objetos de la teoria matemadtica estudiada y a las
relaciones que los unen corresponden los simbolos por si
mismos desprovistos de significacion. Este es el esquema de
la geometria dada por HiLBERT (1971) en los Grundlagen der
Geometrie o de la axiomatizacion de la aritmética de PEaNo.

* A las definiciones, axiomas y postulados corresponden
enunciados donde aparte de los simbolos figuran “palabras”
que expresan relaciones légicas (y, o, si... entonces,...).

* A partir de los axiomas y por deduccién formal, es decir,
por un razonamiento que no tiene en cuenta el sentido que
pueden tener los simbolos, se establecen nuevas relaciones.
Para encontrar el sentido concreto de las relaciones, obtenidas
de esa manera, es necesario hacer corresponder los objetos
matematicos a los simbolos.
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Anotaciones. En principio, se puede constituir un sistema
axiomadtico, de manera arbitraria, a condicién de que los
axiomas no tengan ninguna contradiccion. Sinembargo, mu-
chos de los sistemas efectivamente empleados, se construyen
de manera que se puedan deducir por medio de la légica
usual todas las expresiones que traducen los teoremas de
una teoria intuitiva dada y a estas expresiones solamente.
Cuando estos sistemas satisfacen esta condicidn, se dice
que ellos proporcionan una axiomatizacion adecuada de la
teoria intuitiva considerada.

En consecuencia, la adecuacion de una teoria axiomatica
formal a una teoria intuitiva dada, permite verificar que un
nimero finito de teoremas dado se traduce en expresiones
derivables del sistema de axiomas considerado. Se puede
verificar que ciertos esquemas de deduccién frecuentemen-
te empleados en la teoria intuitiva, pueden ser sustraidos de
la teorfa axiomatica. Sin embargo, establecer una correspon-
dencia estricta de término a término entre teorfa axiomatica
formal y teoria intuitiva no se da, en la mayoria de los casos,
se tiene una adecuacidn global, la teorfa axiomatica formal
no pretende dar una imagen idéntica de la teoria intuitiva,
ella sustituye y amplia su sentido.

Pero antes de interrogarse sobre la fidelidad de una axio-
matizacion, es necesario preguntarse sobre la consistencia
de esta adaptacion. Si por principio, no se hace llamado
al sentido o contenido que pueden recibir los simbolos,
ni a la evidencia de los axiomas, se encuentra que ciertos
enunciados son tomados por axiomas, no porque la propo-
sicidn intuitiva que les corresponde presenta una evidencia
particular, pero porque ellos permiten deducir facilmente
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los enunciados que corresponden a los teoremas de la teoria
intuitiva.

Asi mismo, la consistencia de los sistemas axiomaticos
no puede ser establecida, sino por las demostraciones de no
contradiccion. Sin duda, se puede contentar con establecer
la no contradiccion relativa de una teoria (7)), mostran-
do que puede ser traducida en una teoria segura (7)), de
manera que una contradiccion en (7)) se traduciria por una
contradiccion en (7). Se concluye que si (7)) es no con-
tradictoria, (T) lo es también. Asi, HILBERT demostro la
no contradiccion de su geometria axiomatica, traduciendo
los axiomas en la teoria de numeros reales. Es, entonces,
necesario establecer la no contradiccion de ciertas teorias
fundamentales como la teoria de nimeros reales o la arit-
mética elemental. Se constata, por tanto, que no es posible
considerar que todo lo que corresponde a la deduccién
l6gica se da de hecho, sino que debe ser axiomatizada con
la misma importancia que la parte propiamente matemaética
de una teoria. Esta necesidad aparece con gran evidencia
cuando se constato que las teorias matematicas particulares,
el algebra, por ejemplo, podrian ser consideradas como
capitulos particulares de la teoria general de conjuntos, al
realizar la axiomatizacion.

Anotaciones. El examen de las paradojas presentadas an-
teriormente (véase cap. 1: “Génesis de los lenguajes forma-
les”), muestra que las dificultades encontradas eran de
orden légico al menos mds que matematico y mientras no
se definieran nociones como propiedad o incluso definicion
matemdtica, se continuaba en las contradicciones. Por este
hecho, los sistemas 16gicos que permiten presentar una axio-
matizacion total de la matematica (teoria de tipos, cdlculo
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de predicados de primer orden o de orden superior) tomaron
una importancia considerable y fueron el objeto de estudios
importantes, durante la primera mitad del siglo xx.

A) Construccion de un sistema formal

Se ha presentado que el sistema formal, es la Gltima ins-
tancia de formalizacion de una axiomatica intuitiva, abstracta
y formal. En este sentido, es preciso mostrar los pasos nece-
sarios para la construccion de un sistema formal (S) (MARTIN,
1968, pags. 13-16), asi:

1. Definicién de un inventario completo o conjunto de
signos, estructurados por categorias, a las cuales cada signo
pertenece a una sola categoria. Este conjunto puede llamar-
se alfabeto o vocabulario del sistema. Se puede designar
por 2y se considera como enumerable, asi si 2. es finito se
puede escribir efectivamente la lista completa de los signos
que constituyen el vocabulario.

2. Combinacion de signos tomados del vocabulario que
forman cadenas finitas de signos que se pueden llamar pa-
labras. Un mismo signo puede figurar varias veces en una
palabra. Las palabras son entonces arreglos (con repeticion
eventual) de signos prestados del vocabulario. Se designa
por I el conjunto de palabras. El conjunto de palabras es
enumerable como el conjunto de signos del vocabulario:

pl’ pz,..., pn
3. Entre las cadenas finitas producidas con los elementos
de 2., se distinguen ciertas que se llaman expresiones bien
formadas que en su abreviacion serdn: F'y el conjunto de F
se designa por ®. Este conjunto se define mediante reglas
de formacion; y se puede decir que ellas son las reglas de
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la gramdtica del sistema. La definicion de F tiene tres tipos
de condiciones:

a) Condicién que fija las F iniciales y define un subcon-
junto ® deT.

b) Condicion que permite obtener a partir de una F nue-
vas F; ellas son de tipo: “Si F, F,..., F , son F, entonces
la expresion Fp que se obtiene a partirde F, F,,..., F , es
una F”. Esta condicién se llama regla de formacién a n
antecedentes, n puede variar de una regla a otra.

¢) Condicién de cierre: cualquier palabra no es F si no se
obtiene por la aplicacion de las dos primeras condiciones.

Se ve que el conjunto de las F de ® es el mds pequefio
subconjunto del conjunto I de palabras que contienen las
F iniciales @y es cerrado con respecto a la aplicacion de
reglas presentadas en la segunda condicion.

4. A) Entre las F de S se distinguen unas que se llaman F’
demostrables en S o, igualmente, tesis de S. El conjunto T’
de fesis de S se define como el conjunto de las F resultado de
la aplicacion de reglas y la definicidn de tesis hace intervenir
tres tipos de condiciones:

a) Condicidn que fija las tesis iniciales, es decir, que fijan
un subconjunto 7, de ®. Las tesis iniciales de § se llaman
axiomas de S.

b) Condicién que permite obtener a partir de una 7 nuevas
T; ellas son de tipo: “Si T, T,,..., T , son ftesis, entonces la
tesis Tp que se obtiene a partirde 7', 7,,..., T , es una fesis”,
se llaman también teoremas. Esta condicién se realiza por
medio de las reglas de deduccion a n antecedentes, n puede
variar de una regla a otra.
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¢) Condicién de cierre: una F es una fesis si se obtiene
por la aplicacion de las condiciones a) y b).

Se observa que el conjunto 7 de tesis es el mds pequefio
subconjunto del conjunto @ de las F que contiene T, y es
cerrado con respecto a la aplicacion de reglas.

B) Conjunto de demostraciones en S. Una cadena de F:
F,F,...,F esunademostracion en S siy solo siuna F' F,
(I £i<n); obien, F, es una tesis inicial (axioma), o bien,
F, se obtiene aplicando una regla de deduccion con k ante-
cedentes que preceden a F| en la cadena considerada y es,
entonces, un teorema. Se observa que toda F' que pertenece
a la demostracion de S es una fesis de S, se llama entonces
demostrada por medio de las F que las preceden.

Las reglas son semejantes a lo que constituiria la sintaxis
de un lenguaje formal, pero donde se ignora su significado:
las reglas de formacidn indican cudles son las expresiones
dotadas de sentido, mientras que las reglas de deduccién
permiten encadenarlos.

B) Sistema formal particular

De manera ilustrativa de un sistema formal, vamos a des-
cribir un sistema S para formalizar la logica proposicional,
asi:

* Vocabulario. Son los signos formales que estructural-
mente desempeiian el papel de vocabulario o alfabeto del
lenguaje formal, organizados por categoria:

Variables

—a, b, c,... se necesita un gran nimero enumerable de
variables, potencialmente para su uso.
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—p,q,t,Ss,... son nominadas variables proposicionales,
cuando las variables (a, b, c,...) se reemplazan por propo-
siciones.

Constantes. Son conectores proposicionales 'y signos de
puntuacion.

Conectores:

—~:no

—V:o

— 2 : si... entonces

— A y

Signos de puntuacion:

— (): paréntesis de izquierda y derecha.

* Reglas de formacion. Segun su definicion, estas se
establecen de manera que ciertas combinaciones de signos,
que tendran normalmente la forma de proposicion, son las
expresiones bien formadas o formulas, asi:

— “F” representa una expresion bien formada, “~F”
también lo es.

—“F”y “F,”, cada una, son expresiones bien formadas,
“F/\VF), “F >F),“F AF) también lo son.

* Reglas de transformacion

— Reglas de sustitucidn, para variables proposicionales,
se estipula que de una expresion bien formada que contiene
variables proposicionales, se puede derivar otra expresion
bien formada sustituyendo las variables por las expresiones,

sabiendo que si se efectiia esta sustitucion se debe hacer por
cada ocurrencia de esta variable, asi:

€69 e 9

— “p 5 p”, al sustituir la variable “p” por “q” se obtiene
4‘q 3 q”;
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—“pV ¢q”, se puede obtener: “(pVq)>(pVq).

— Regla de modus ponens o de separacion: se estipula
que de dos expresiones bien formadas F| y F | O F, es posible
deducir la expresion F,. Por ejemplo:

las dos expresiones bien formadas: “p V ~p”y “(p V =p)
5 (pop)”, se puede derivar “(p 2 p)”.

* Axiomas. Los axiomas o tesis iniciales del calculo pro-
posicional son expresiones bien formadas, asi:

—“(pVp)>p”;enlenguaje corriente: “si p o p, entoncesp”.

— “p2(pV ¢q)”; en lenguaje corriente: “si p, entonces o
poq’.

—“(pVq)>(qV p)’; en lenguaje corriente: “si o p o g,
entonces o qop’.

—“(p>o2q9)>((rVp)>(rVgq))”’; enlenguaje corriente: “si
(si p, entonces q), entonces ((siorop), entonces(oroq))”.

* Teoremas. Los teoremas o tesis demostradas, suponen,
segln la definicién dada, que son deducidos a partir de las
tesis iniciales o axiomas, y que por medio de las reglas de
transformacion se establece un nimero indefinido de teo-
remas; por ejemplo:

—((P29)>2((r35)20))2((u>(ro25)30)2((p2u)>
(s20))”.

Anotaciones. En sintesis, un sistema formal se caracteriza
por su vocabulario, las F iniciales, las reglas de formacion,
las tesis iniciales (axiomas), los teoremas y las reglas de
deduccion o de transformacion.

De acuerdo con estos sistemas, se distinguen aquellos
cuyas reglas de formacion y reglas de deduccion o transfor-
macién permiten decidir por medio de un método fijado con
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anterioridad y por medio de un nimero finito de etapas, si una
palabra es una F'y si una cadena de F es una demostracion.
Estos sistemas se llaman efectivamente definidos o efectivos.

El resultado de una demostracion en estos sistemas efec-
tivos se reduce a la escritura de expresiones exclusivamente
compuestas por signos. Aqui se produce justamente 1o
mismo que cuando se realiza un cdlculo en matemadticas; la
diferencia radica en la naturaleza de reglas que se utilizan®.
Se puede ir més lejos (desarrollo de los 16gicos de los afios
treinta del siglo xx: ALAN TurING, EmIL LEON PosT,...) y ca-
lificar el calculo de mecanico, cuando se trata de un sistema
efectivamente definido, la construccién de F'y la derivacion
de los teoremas que podria asegurarse por una maquina.
Pero de lo que se trata aqui como mecdnico es solo el cilcu-
lo como tal.

4. LENGUAJES SIMBOLICOS FORMALES

Un sistema formal es, en todo rigor, una cadena de signos
construidos y encadenados conforme a reglas, sin tener en
cuenta la interpretacion que pudieran recibir estos signos.

La formalizacién completa que se ha visto en un sistema
formal, se ha obtenido combinando la simbolizacion, que
se ha empleado en matematicas modernas, y el tratamien-
to simbolico de los trabajos en 16gica contemporanea de
BooLE, PEIRCE, FREGE, WHITEHEAD, RUSSELL... Gracias a
estos dos aspectos, se puede constituir un lenguaje formal
enteramente simbdlico y artificial con respecto al lenguaje
natural u ordinario.

* De ahi el nombre que se da a diversos sistemas formales: cdlculo
proposicional, cdlculo de predicados.
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En su obra Begriffsschrift (FREGE, 1879, 1999), presenta
la primera empresa de un lenguaje formalizado que expresa
una representacion logica, con la exigencia de explicitar 16gi-
camente las relaciones de deduccién y precisar los términos
que tienen como objeto las definiciones precisas; asi mismo,
su dindmica determinada por reglas y operaciones explicitas,
en donde las proposiciones son compuestas y derivadas.

Por su parte, WITTGENSTEIN, en el Tractatus, va aenmarcar
este tipo de lenguajes, en su busqueda de los limites del len-
guaje, delimitando la diferencia entre lo “decible” (16gico)
y lo “indecible” (lo que se muestra), que determina, a su
vez, las margenes de las expresiones con sentido y las ex-
presiones sin sentido.

De esta manera, el lenguaje formalizado se presenta bajo
diferentes connotaciones en el contexto de la 16gica mate-
maética, cuya terminologia no estd completamente fijada
y muestra distintos puntos de vista (Rivenc, 1989, pags.
36-37)°:

Ciertos autores describen como lenguaje, 1o que CHURCH
(1956) llama, sistema logistico o cdlculo no interpretado
(segtiin CARNAP, 1934); por ejemplo, el sistema formado por
los simbolos primitivos dados y las reglas de formacién y
de transformacion, sin ninguna consideracién semdntica.

El Carnapde 1939 amplia lanocién de lenguaje a elemen-
tos en vias de la realizacion de comunicacion, incluyendo la
interpretacion o la semantica.

El lenguaje como un conjunto de simbolos con las reglas
de formacion de las férmulas y sus interpretaciones; los axio-

5 FraNcors RIVENC nos presenta estas connotaciones. Introduction a
la logique, Paris, Payot, 1989, pags. 36-37.
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mas y reglas de inferencia serian consideradas ulteriormente
como parte de la “definicion de l6gica” para este lenguaje.

El lenguaje (formalizado) es el que exhibe, manifiesta o
reproduce la estructura o la forma légica, 1o que no se puede
realizar con un lenguaje ordinario. La formalizacion pue-
de regularse por un “lenguaje l6gicamente perfecto”, que
reflejaria “como un espejo” la estructura légica del mundo
(punto de vista de RUusseLL® y FREGE).

QuINE (1977, cap. v)’ pretende la simplificacion de la teoria
16gica con el fin de generalizar los artifices de la notacion de
la 16gica moderna y poder extenderla a los enunciados par-
ticulares del lenguaje ordinario.

A) Ejes principales del lenguaje formalizado

A la pregunta sobre las condiciones de posibilidad y va-
lidez de este lenguaje, se pueden reconocer dos ejes princi-
pales del lenguaje de diversa naturaleza, presentados dentro
del Tractatus de WiTTGeNSTEIN (Hottois, 2002, pags. 138-
139), asi:

¢ RusseLL en The philosophy of logical atomism, 1918, dice: “Un
lenguaje 16gicamente perfecto [...] seria completamente analitico y
revelarfa como un espejo la estructura 16gica de los hechos afirmados
o negados. El lenguaje construido en los Principia mathematica es
concebido como siendo un lenguaje de este tipo. Es constituido de una
sintaxis y no contiene vocabulario; [pero] estd concebido para que al
agregarle un vocabulario se tendria un lenguaje 16gicamente perfecto”.
Citado por Francois RIVENC, Introduction a la logique, Paris, Payot,
1989, pag. 37.

7 WILLARD VAN ORMAN QUINE, Word & Object, MIT Press, 1960; trad.
francesa: Le mot et la chose, par Dopp y Gochet; Paris, Flammarion,
1977, cap. v.
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a) La naturaleza proposicional y analitica, correspondiente
a la sintaxis del lenguaje.

b) La naturaleza representacional, correspondiente a la
semantica del lenguaje.

a) Naturaleza proposicional y analitica del lenguaje. La
analicidad del lenguaje corresponde a la posibilidad que
tiene este de descomponerse en elementos y en la existencia
de elementos ultimos y estables que le dan al lenguaje su
condicién de existencia. Asi mismo, el elemento constitu-
tivo del lenguaje es la proposicion, la cual no tiene sentido
sino cuando es totalmente analizable: comprender una pro-
posicion es, en alguna medida, efectuar su andlisis. Este
corresponde a presentar una explicacion radical (sin ninguna
indeterminacién), cuyo contenido de la proposicion debe ser
“presentada delante de nuestros 0jos”.

Se puede distinguir varios tipos de proposiciones: la
proposicion elemental o atémica (“p”), la proposicién com-
puesta (“pv q”) y dos tipos de proposiciones especiales: las
tautologias y las contradicciones.

Una tautologia es una proposicion del célculo de propo-
siciones cuyo valor es verdadero siempre, en cualquier tipo
de interpretacion. Su verdad no depende de lo que pasa en
el mundo inscrito porque es verdadera en cualquiera de los
mundos. Una contradiccion o antilogia, al contrario, su valor
es falso siempre (véase cap. 1v: “Semantica”).

Asi, por ejemplo, una proposicién como “p v ~p”’ es una
tautologia, que corresponde a la definicion misma del co-
nector “v”. Se dice que las tautologias son verdaderas en
virtud de su forma légica y no por la interpretacion sobre el
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mundo. Las tautologias expresan principios de la 16gica®;
por ejemplo, algunas de ellas:

p = ~p: principio de identidad proposicional

p v —p: principio del tercer excluido

~(p N =p): principio de no contradiccion

(p v q) = (g v p): principio de conmutatividad de “v”

(p A q) = (¢ M p): principio de conmutatividad de “A”

Asi mismo, WITTGENSTEIN distingue dos tipos de andlisis:

* A partir de signos simples, que son los nombres (andlisis
nominal), la proposicion presenta asi un sentido perfecta-
mente determinado. La proposicidn elemental o atémica es
“verdadera” o “falsa” y no comporta partes “verdaderas” o
“falsas” por si solas.

* A partir de la nocién de “verifuncionalidad” que une las
proposiciones elementales.

El primer tipo responde a la nocién esencial de articula-
cién. Silos elementos constitutivos del lenguaje son propo-
siciones (eje proposicional), significa que las palabras ais-
ladas, sin articulacion, no son lenguaje por si solas. La
proposicion analizada es la proposicion expresada de tal
manera, que la articulacion del sentido aparezca en su es-
tructura.

€e__%

Por ejemplo, para dos proposiciones elementales: “p
(“estd nevando™) y “g” (“hace sol”), las dos proposiciones

8 Esta definicién implica una modificacion del estatuto epistemoldgi-
co tradicionalmente acordado a los enunciados que expresan verdades
l16gicas, es decir, a las leyes logicas. Estas fueron consideradas como
“verdades del pensamiento”. La interpretaciéon contemporanea, presen-
talas leyes como tautologias; es decir, a los enunciados que deben su ver-
dad dnicamente al significado del vocabulario 16gico que ellos contienen.
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verdaderas, la proposicion compuesta “p A ¢~ (“esta ne-
vando y hace sol”), estd articulada y es verdadera, segtn el
conector “A%,

El segundo tipo responde a la funcion de verdad’ y la
proposicion se expresa, por ejemplo, segin una Tabla de Ver-
dad" de proposiciones elementales. De esta manera, el len-
guaje puede ser descompuesto en sus elementos, sefialando
que existen elementos ultimos y estables y la proposicion
tiene sentido si es completamente analizable y comprenderla
es efectuar este andlisis integral, excluyendo toda ambigiie-
dad.

Por ejemplo, la Tabla de Verdad de la proposicién com-
puesta “p A g” corresponde a:

PlQ| phrg

V| v
V| F F
F| V]| F
F|F F

€6__9 9

Aqui, “p A ¢” es verdadera si y solo si “p” y “q” son
verdaderas y falso en todos los otros casos.

° La “funcién de verdad” se identifica a toda proposicién compuesta
de la “légica de proposiciones”, cuyos valores varian a partir de los
valores de los enunciados simples que la componen. El cdlculo de estas
variaciones se puede hacer con la ayuda de una Tabla de Verdad.

10 Tabla de Verdad entendida como un procedimiento de decision,
permitiendo de una manera semimecdnica, saber en qué caso una expre-
sién es verdadera y, en particular, de decidir si la expresion es verdadera
para todas las sustituciones de valores de sus variables. Para tal uso,
no se necesita ninguna utilizacién de la imaginacién, como es el caso
de la demostracion.
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La analicidad exige un procedimiento legitimo para ex-
plicitar lo compuesto y la elementaridad, de manera que se
presenta una relacion biunivoca entre los nombres y objetos
representados: un nombre por un objeto y un objeto por un
nombre. Lo “compuesto” posee dos propiedades: la funcién
de verdad de las proposiciones elementales y la propiedad de
“generalidad”!" que depende de la manera como las variables
se especifican; esta tltima se asegura por las proposiciones
compuestas. La “elementaridad” asegura la finitud y la
univocidad del andlisis con las proposiciones elementales e
igualmente define y estabiliza el sentido del lenguaje.

Las constantes logicas

Hay una diferencia de estatuto entre las expresiones sim-
ples y las compuestas, porque estas se componen de variables
y de constantes 16gicas'>. WITTGENSTEIN distingue dos tipos
de signos primitivos o expresiones primitivas: por un lado, los
nombres (que se relacionan a los objetos) y las proposiciones
ordinarias (que se relacionan a los hechos extralingiiisticos);
por el otro, las constantes que permiten producir las expresio-
nes compuestas, pero que estas, al contrario, no tienen objeto
relacionado (ningtn objeto o hecho extralingiiistico). Las
constantes pueden ser consideradas como signos puramente
operativos, que permiten la generacion de proposiciones
compuestas pero que no tienen sustancia propia.

La constante es el instrumento de articulacion de las
proposiciones, razoén por la cual la proposicion puede es-

' La proposicion “(para todo x) @x”.

12 Lupwic WITTGENSTEIN, op. cit., parg. 4.0312: “... lo que se llama
las constantes 16gicas (las expresiones «y», «0» «Si... entonces», «no»,
«todo», «al menos uno») no representan nada y no tienen representacion
l6gica en los hechos™.
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tructurarse como funcion de verdad'. Asi, la constante y
su repeticion ordenada son la fuente de la articulacion o de
la estructuracién de la proposicion, estando de esta manera
al origen de la forma proposicional que es la esencia del
lenguaje formal.

“Esta esencia no es formal por carencia o defecto: es
«esencialmente formal» porque la constante no representa
nada. Es decir, la esencia del logos, lo que constituye el
lenguaje como tal es la pura operatividad. Las implicacio-
nes filoséficas de esta conclusion son enormes. Una impli-
cacion mayor es que la esencia del lenguaje se encuentra
asimilada a una maquinaria pura, que es radicalmente tec-
noldgica... Otra consecuencia de la naturaleza formal-ope-
ratoria de la esencia del lenguaje es la imposibilidad de
describir esta esencia”'.

Por consiguiente, “tener sentido” y ““ser analitico” son
equivalentes y en estos casos se distinguen el “sentido y la
referencia (o denotacion)” (segin WITTGENSTEIN):

Sentido y referencia (denotacion)" (véase cap. 1v, sec. 2:
“Nociones generales de la seméntica™)

13 GiLeerT Hotrois, Penser la logique: une introduction technique et
théorique a la philosophie de la logique et langage, 2¢™ ed., Bruxelles,
De Boeck Université, 2002, pag. 123. Horrois da el ejemplo siguiente:
“el operador «!» confiere a un enunciado simple su identidad, y su sen-
tido, asi: «p» no es nada, «!p» determina la representacion afirmativa
de un hecho simple susceptible de ser verdadero o falso. De la misma
manera, «!p» puede ser formulado con la ayuda del operador «{», lo
que demuestra la estructura compuesta de la simple afirmacién «!p =
(p¥p) L(pdp)»”.

14 Ibidem, pag. 124.

15 Esta problematica del “sentido y denotacién” (denotacion enten-
dida también como referencia) se ha presentado desde los desarrollos
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El sentido de una proposicién esta dado por su estructura
légica, que presenta las condiciones de posibilidad de la
proposicion, de ser verdadera o falsa 'y denota o reenvia a
los objetos extralingiiisticos que son las referencias de los
nombres, sin los cuales el lenguaje se quedaria sin referente,
llevaria al infinito o a un circulo vicioso. Los objetos fijan
la semadntica del lenguaje. Es asi como el sentido lleva a la
referencia o denotacion del objeto a través de un célculo.
El sentido y la referencia o denotacion son contrarios en su
orientacion: el sentido es intralingiiistico (estd dentro del
lenguaje 16gico) y la referencia o denotacion y, por tanto, la
verificacion de la verdad de la proposicion es extralingiiistica
poniendo en relacion el lenguaje y la realidad.

En esta perspectiva, toda proposicion tiene un sentido; la
denotacion no se aplica sino a las expresiones simples (pala-
bras), no a las proposiciones o enunciados (que sean simples
o compuestos). Las expresiones que tienen una denotacion
se asimilan a nombres propios y los nombres propios no
tienen un sentido, ellos designan o hacen referencia a una
cosa, objeto o persona.

Técnicamente, comprender el sentido de una proposicion
es saber como el enunciado o proposicion puede ser resuel-

de la Escoldstica, con la diferencia entre vox (signo, sonido) y el sermo
(significado). G. FREGE va a traer la problematica en 1892 (Sinn und
bedeutung: ecrits logiques et philosophiques, Paris, Seuil, 1971, pags.
102-126), al interrogarse sobre el limite exacto de la relacién de iden-
tidad (si “A = B”, (se refiere al significado del signo como tal o a lo
que él representa?). La diferencia entre WITTGENSTEIN y FREGE, es que
el primero concierne la articulacién de los términos y solo los nombres
tienen una denotacion o una referencia y la proposicion articulada tiene
un sentido; y para FREGE, tanto las proposiciones como los nombres
tienen sentido y referencia.
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to de forma transparente (‘““Tabla de Verdad”, un procedi-
miento de cdlculo o un algoritmo), de manera que una propo-
sicion de la forma “p A ¢”, indique que no es verdadera sino
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en el caso que “p” y “q” son verdaderas simultdneamente.

b) Naturaleza representacional del lenguaje. El lenguaje
se refiere a la realidad extralingiiistica, asi la proposicién
compuesta no se verifica inmediatamente, porque ella es el
resultado de operaciones de cdlculos o de combinaciones
cuya efectuacion es independiente de la inspeccién de los
“objetos reales”. De manera que la relacion lenguaje-
realidad se produce sobre la proposicion elemental, donde
existe la descripcion del “hecho” de la realidad y que, en
consecuencia, reenvia o denota tal hecho. Por tanto, se
puede decir que el lenguaje es representacional, porque esta
representando este hecho; en cierta medida es una imagen,
la cual ayuda a determinar las condiciones de posibilidad de
esta proposicion (verdadera o falsa), lo que se puede llamar
sentido. Esto significa que se pueden presentar hechos po-
sibles diferentes de los hechos reales, concretos o fisicos;
se tiene, por un lado, una representacion de objeto posible
y, por el otro, el objeto actual o presente, entonces dos tipos
de representacion: la posible y la actual.

En consecuencia, las proposiciones elementales son
simples, no pueden ser derivables'é, tienen un sentido; los
nombres propios de la proposicion (variables sustituidas y
constantes) tienen una referencia o denotan el objeto real.

16 Ellas no pueden ser identificadas a los axiomas, porque estos son ver-
dades formales, son vacios de contenido y no reflejan los hechos. Al
contrario, las proposiciones elementales son imdgenes de hechos ele-
mentales, ontolégicamente posibles y son verdaderos o falsos si los he-
chos representados se realizan empiricamente o no.
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De manera que la teoria del sentido lleva a la teoria de la
referencia o denotacion a través del calculo (operativo); el
sentido se reduce al objeto (extralingiiistico) y ala operacion
o célculo.

B) Caracteristicas del lenguaje formal

Los dos ejes del lenguaje formal nos llevan a presentar
las caracteristicas especificas de este lenguaje:

* Explicito: la necesidad de presentar una anotaciéon ma-
terial, en donde el sentido de la proposicion sea claramente
expresado.

* Univoco: sin ninguna ambigiiedad, ni plurivocidad que
pueden llevar ala confusién y alaindecision: a cada nombre
corresponde un objeto.

* Funcionalidad: es el complemento operacionalista de
la exigencia de lo univoco: a todo signo corresponde una
funcion.

* Distincion de niveles 16gicos: debe ser claro si se esta
tratando de lo real (hechos) o del lenguaje 16gico o lenguaje
objeto (proposicion atémica, proposicion compuesta, nom-
bre...), o del metalenguaje, 1o que evitaria la confusion de
los tipos o categorias del lenguaje (RusseLL!”, RYLE,...). En
esta dltima opcidn, debe precisarse a qué nivel metalingiiis-
tico pertenece. Una distincién importante es la del nombre
propio 'y los predicados.

El nombre propio designa un objeto (una referencia
extralingiiistica), pertenece al lenguaje de los objetos, es
decir, un lenguaje inmediatamente referencial (directamente
articulado al real extralingiiistico).

17 BERTRAND RUSSELL, (1910).
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Al contrario, el término predicativo describe una clase de
objetos, es decir, que se refiere a una coleccién de nombres
propios'®. El predicado pertenece, entonces, a un nivel
“metalingiiistico”: aquello que designa un predicado no es
un objeto extralingiiistico, sino un constructo lingiiistico (la
clase). Las “casas son azules” pero “el azul” como cosa no
existe. Asi, dentro de un lenguaje 16gico la naturaleza o uso
de un término deberia expresarse claramente'®.

C) Estructuracion del lenguaje: lenguaje objeto
y metalenguaje

Al desarrollar un sistema formal (como el del ejemplo
particular), en sus definiciones, transformaciones y la
evaluacién de su resultado, se utiliza un tipo de lenguaje:
lenguaje-objeto. Por ejemplo, si el sistema formal se refiere
a la légica proposicional, sobre las conexiones entre pro-
posiciones, sabemos que aquellas dependen de la manera
como las proposiciones estén construidas. Es asi como las
proposiciones son tratadas por intermedio de enunciados
declarativos, teniendo en cuenta la articulacion de simbolos
vacios de contenido, sin tener en cuenta su interpretacion,
y se expresan en este lenguaje-objeto. Por el contrario, el
estudio del lenguaje y de la 16gica sobre el lenguaje-objeto
se llama lenguaje del observador o metalenguaje.

18 Para aclarar, veamos un ejemplo en lenguaje ordinario: para afirmar
que “las casas son azules”, es necesario identificar ciertas cosas como
“casas” y designarlas como siendo “casa”. La palabra “casa” funciona
como un “nombre propio” del objeto designado.

19 Gran parte de los errores 16gicos vienen de esta falta de distincién
que son corrientes en el lenguaje natural.
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Asi, la dindmica general de un lenguaje formalizado, en
un sistema formal, produce una cadena de simbolos cons-
truidos y estructurados conforme a reglas, que pueden ser
interpretados posteriormente, como por ejemplo:

Para“1 +1=4"siysolosi1=2.

Proposicion elemental “p: 1 +1=4".

Proposicion elemental “q: 1 =2".

Proposicion compuesta, la cadena de simbolos construi-
dos seria: “(gop)v(p>q)°0“p=q".

De esta manera, el lenguaje de la cadena de simbolos es el
lenguaje objeto, pero la explicacion de esta cadena de simbo-
los necesita un lenguaje, que puede ser el espafiol corriente,
eventualmente enriquecido de anotaciones y de términos
matematicos cuyo uso serd requerido, es el metalenguaje o
lenguaje del observador®. Se distingue, entonces, en el seno
del pensamiento 16gico, una parte del lenguaje que sirve de
objeto (manipulacién de signos), mientras que el otro sirve
de instrumento, permitiendo hablar de las expresiones del
sistema y de razonar sobre ellas.

El metalenguaje es, por tanto, una parte de las matemdticas
informales: se puede constatar que si en la presentacion de
un sistema formal, las cadenas de simbolos ocupan un lugar
importante, subsiste, sin embargo, un buen nimero de fra-
ses redactadas en espaiiol, francés o inglés ordinario... Por
ejemplo: “si F es una expresion bien formada, entonces ~F
es una expresion bien formada”; “«p 5 p» es un axioma”;
estas son frases que no pertenecen al sistema propiamente

20 El prefijo meta marca la diferencia que separa el lenguaje objeto
propiamente dicho y el discurso sobre el sistema.
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dicho, son frases sobre el lenguaje formal o lenguaje-objeto,
no son frases del lenguaje objeto.

La constitucion de este metalenguaje se realiza de la
siguiente manera:

* La designacion de signos del lenguaje formal, en el me-
talenguaje: segun la indicacion de HILBERT, es necesario hacer
la distincion entre el nombre atribuido al simbolo formal y al
trazo fisico de ese simbolo, para evitar cualquier confusién
entre el lenguaje y el metalenguaje: el simbolo formal evoca
el trazo de este. Es decir, que el simbolo formal puede ser
identificado por un nombre o el trazo mismo entre comillas,
asi el nombre p serd en simbolo formal “p ”; el conector v
serd en simbolo formal: “v”.

Los nombres utilizados en esta designacién se llaman
nombres propios, porque a cada simbolo corresponde un
nombre y a un nombre corresponde un solo simbolo.

Se consideran y se distinguen en el metalenguaje, los
elementos siguientes:

—los nombres aislados de variables y constantes del len-
guaje formal u objeto; por ejemplo: “p,”, “a”,...;

—los nombres aislados de variables y constantes del me-
talenguaje mismo;

— las palabras formales y expresiones bien formadas; por
ejemplo: “si F' es una expresion bien formada, ~F es una

expresion bien formada”.

* La realizacion del metalenguaje va a depender de la
complejidad de la teoria que se va a formalizar; una vez que
el metalenguaje estd constituido, se estudian las propiedades
del sistema formal (S) en dos tipos de estudios:
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—los unos conciernen la estructura de (S) y sus propieda-
des fuera de toda referencia a una interpretacion intuitiva de
los simbolos de (S) y constituye lo que se llama la sintaxis;

— Los otros estudian (S) en sus relaciones con una inter-
pretacion intuitiva y su estudio se llama la semdntica.

La oposicion entre estos dos tipos de estudios no es total-
mente absoluta: si se quiere construir una semantica rigurosa,
se debe contar con una teoria intuitiva en un metalenguaje
axiomatizado; la seméntica es en ese caso formal, 1o mismo
que la sintaxis, retomando asi sus mismos métodos.

Anotaciones. Anivel general, el metalenguaje forma par-
te de la estructuracion de niveles 16gicos que ha sido defini-
do para corregir los problemas légicos de autorreferencia o
reflexibilidad e igualmente de indecidibilidad, presentados
por las paradojas. De manera que no se pueda incluir en el
conjunto E el nombre que permite designar este conjunto y
el criterio o término que lo identifica, con el fin de que un
nombre que designa los objetos, no sea utilizado para de-
signarse a si mismo como uno de los objetos; se diferencia
entonces el conjunto “E” del término que permite identificar
este conjunto, respetando asi los diferentes niveles 16gicos®.

Algunos 16gicos consideran el lenguaje formal como el
sistema formal:

Autores, como CHURCH, reservan la apelacion de len-
guaje formal a los sistemas formales que tienen al menos
una interpretacion. Esta condicion se justifica por el hecho
de que un lenguaje, en el sentido usual de la palabra, es un
instrumento de comunicacion.

2 El metalenguaje fue planteado por RUSSELL en su Teoria de tipos
y de HILBERT con la presentacion de la Metamatemdtica.
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Al contrario, KLEENE (1987, pag. 208) considera que el
lenguaje-objeto y el lenguaje del observador tienen una
extension mds vasta que un sistema formal y un metalen-
guaje, porque estos tltimos son empleados Ginicamente con
métodos finitistas y los lenguajes no.






Carituro I

SINTAXIS

1. INTRODUCCION

La sintaxis de un lenguaje formalizado est4 concernida
por las expresiones del lenguaje, dejando de lado los ob-
jetos, estados o cualquier cosa que puede ser designada o
referenciada por las expresiones; es decir, toda referencia a
una interpretacion intuitiva de sus simbolos. La relacion de
designacidn o referencia se tendrd en cuenta tangencialmente
porque es larelacion del sistema semantico (CARNAP, 2001)'.

La sintaxis concierne varios aspectos: el lenguaje mismo,
las relaciones con otros lenguajes, la sintaxis como funcién
deductiva.

2. LENGUAJE MISMO

La sintaxis fundamentalmente debe sentar las bases de
la estructura del lenguaje formal, presentando las abrevia-

" CarNAP, en el estudio de la sintaxis, toma como base los escritos y
lecturas de FREGE, los Principia mathematica de WHITEHEAD y RUSSELL,
HiLBERT y su “Metamatematica”, ala cual los 16gicos poloneses, especial-
mente AJDUKIEWICZ, LESNIEWSKI, LUukAsIEWICZ y TARSKI, le agregaron una
“metaldgica”. Asi mismo que GODEL con el método de “aritmetizacién”.
WITTGENSTEIN y sus reflexiones concernientes a las relaciones entre sin-
taxis y la 16gica de la ciencia; igualmente, los escritos de autores como
WEYL, BROUWER y LEWwis. Prefacio (Foreword, pag. xvi) de la Logical
syntax of language (1937).
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ciones necesarias para la escritura de las expresiones, las
definiciones y propiedades, asi:

* Introduce abreviaciones aligerando la escritura o su-
giriendo ciertas propiedades formales; por ejemplo, se
puede anotar: “A V B” la expresion “~A 5 B”, donde A y
B son formulas o expresiones bien formadas. Igualmente,
se puede anotar “A & B’ la expresion ~(A 2 ~B). En estas
anotaciones, los simbolos V'y & pertenecen al metalenguaje.
No se les atribuye ninguna propiedad particular y se podra
leer ~A 5B, cada vez que se encuentra A V B. El interés de
estas abreviaciones aparecerd cuando se haya demostrado
que ellas poseen ciertas propiedades; por ejemplo, que V &
B son conmutativas, en el sentido que (A VB)>(BVA)y
(BVA)>(AVB).

Las abreviaciones consideradas son solo convenciones
de escritura.

* Presentar definiciones nuevas, con nuevas nociones, que
deberdn ser introducidas en el metalenguaje. Por ejemplo,
una de las principales es la de deduccion que generaliza, en
cierta medida, la nocién de demostracion. Asi, por ejemplo:

— Sea el conjunto finito H de expresiones bien formadas
H,H,..., H , como hipétesis.

— La cadena de expresiones bien formadas £, E, ...,
E , podrd llamarse deduccion en S a partir de las hip6tesis
H, H,..., H sicualquier expresion bien formada e (1 <i
<m), es:

v'Una de las expresiones bien formadas H.,H,... H.

v"Un axioma del sistema (S).

v'Una expresion bien formada pero obtenida por medio
de las reglas del sistema (S) a partir de expresiones bien
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formadas Ej, E,...,E,..., yadeducidas, es decir, que j < i,
k<i l<i,...

— Cualquier expresion bien formada e, (1 <i <m) serd
llamada derivadade H, H,,..., H .

— Determina las restricciones que dependen de la natu-
raleza misma del sistema formal (S).

v Para la regla de sustitucion, se prohibe efectuar susti-
tuciones sobre las variables que figuran en las formulas £ ,
h,..,h.

22" n

v"La nocién de deduccion es relativa a un sistema (), lo
cual obliga a precisar si el sistema contiene o no una regla
de sustitucién y su naturaleza. La nocidn de demostracion
es también relativa al sistema (S), pero no es necesario pre-
cisar la naturaleza de las reglas del sistema (MARTIN, 1964,
pags. 35-36).

— Define propiedades importantes de (S), asi:

v Consistencia. Un sistema se dice absolutamente con-
sistente s1 existen expresiones bien formadas que no son
tesis. Asi, por ejemplo:

Se encuentra que “p 5 (=p 5 g¢)” es un teorema del célculo
proposicional. Existe una cierta expresion bien formada
(férmula) F que se puede deducir de los axiomas al mismo
tiempo que su negacion ~F. Al sustituir la variable “p” del
teorema por “F”’ (regla de sustitucion), se obtiene F' 2 (-F 2 q).
Con F, que se supone demostrable, se obtiene por laregla de
independencia (separacion): ~F 5 g. Como ~F es demostrable,
se obtiene al utilizar una vez laregla de separacion: g. Como
la férmula compuesta de la variable “g” es demostrable, se
sigue que al sustituir “g” por cualquier férmula, cualquier
formula puede ser deducible de los axiomas. Es claro, que
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si una férmula F' (expresion bien formada) y su negacion
~F, cualquier férmula seria demostrable. Lo que lleva a
concluir que si existe una expresion bien formada o férmula
que no es un teorema (no es derivable de los axiomas), el
célculo es consistente.

v' Completitud sintdctica. Un sistema formal se llama
completo sintdcticamente, si para toda expresion bien forma-
da F proposicional, o bien F es una tesis.

v’ Decidibilidad. Un sistema se llama decidible si existe
un procedimiento efectivo que permite para toda F definir
si es 0 no un teorema. Es efectivo si permite finalizar el
procedimiento al cabo de un nimero finito de etapas, por
medio de operaciones definidas con anterioridad®. Pero se
constata que los sistemas “pobres” en medios de expresion
son decidibles; por ejemplo, ninguno de ellos permite forma-
lizar la aritmética elemental, ni el cdlculo de predicados de
primer orden con predicados con varias variables, tampoco
es decidible.

v Independencia. Un axioma o una regla de un sistema
formal es independiente si al suprimirlos disminuyen las
posibilidades de demostracién o de deduccion.

Sea un sistema (S), con un alfabeto 2., provisto de reglas
de formacion R, R,,..., R, de axiomas T, T,,..., T ,y de
reglas de deduccion R’ |, R’,,..., R’ , el axioma T es inde-
pendiente de los otros axiomas si no es demostrable en el
sistema (S”), con el alfabeto 2., provisto de reglas de forma-
cion R, R,,..., R, y reglas de deduccion R’ , R’,,..., R’ , y

2 Esta definicion de efectividad es bastante imprecisa, pero se puede
volver rigurosa a partir de las funciones recursivas. La efectividad equi-
valdria a recursividad general.
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de axiomas T, T,,...,T , T ..., T, de axiomas T, T,...,
T . Las consideraciones de independencia tienen un gran
interés en la medida que permite determinar la funcion de
un axioma (independencia del quinto postulado de EucLi-
DES, independencia del axioma de seleccion...).

3. SINTAXIS EN LAS RELACIONES CON OTROS LENGUAJES

En este caso, la sintaxis puede ser considerada segun las
relaciones entre dos lenguajes, provistos de 1éxicos, y de
reglas de formacion y transformacidn semejantes. Suponga-
mos que existen dos sistemas (S) y (S”), provistos de alfabetos
y de reglas de formacion idénticas, en este caso, se pueden
sefnalar ciertas propiedades entre estos sistemas (), asi:

*» Fuerza: se puede decir que (S’) es mds fuerte que (S) si
toda expresion bien formada o férmula demostrable en (S)
es demostrable en (S’), mientras que ciertas férmulas de-
mostrables en (S”) no lo son en (5).

e Consistencia relativa: un sistema (S) es consistente con
relacion al sistema (S), si la consistencia de (S’) lleva a la
consistencia de (S). El interés de esta consistencia relativa
estd en el hecho de que a veces es posible demostrar la
consistencia de un sistema relativamente a un sistema débil
(aritmética), o incluso si es fuerte y se tilda de segura (teoria
de conjuntos), pero sin embargo no se puede demostrar su
consistencia absoluta.

4. SINTAXIS COMO TEORIA DEDUCTIVA

La gran mayoria de las propiedades sintcticas de un sis-
tema formal deben ser establecidas mediante deduccion,
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constituyéndose en la principal caracteristica de una sin-
taxis. Asi, por ejemplo, si se pretende demostrar que una
expresion dada es una expresion bien formada o féormula
antes de demostrar que es una tesis, requiere una deduccion
precisa.

De manera que una primera nocion de la deduccion, es la
que generaliza la demostracion y obedece a reglas usuales
de la 16gica, utilizando el principio de recurrencia; la de-
mostracion, en sintaxis, por el contrario, comporta elemen-
tos intuitivos y utiliza no solo los recursos habituales de la
l6gica, sino también aquellos de las matemadticas.

Sabemos que a partir de un alfabeto finito, un sinnimero
de formulas se pueden producir; es decir, que se debe proce-
der por recurrencia, demostrando que las férmulas iniciales
poseen la propiedad en cuestion y que las reglas de formacion
posibilitan la conservacion de estas. De acuerdo con esto,
se puede plantear el siguiente procedimiento deductivo, para
la demostracion propuesta:

* Presentacion de las expresiones bien formadas iniciales,
constituidas por una variable proposicional tomada aisla-
damente, de la forma e, el teorema es verdadero para esas
expresiones.

¢ Si el teorema es verdadero de una férmula F, es verda-
dero de la férmula ~F.

* Si el teorema es verdadero de las férmulas F'y G, es
verdadero de la féormula (£ 5 G).

* Las féormulas son las palabras obtenidas a partir de for-
mulas iniciales (axiomas) como resultado de la aplicacion
de las reglas de formacién y transformacion establecidas.
De esta manera, las formulas pertenecientes al (S,), poseen
la propiedad enunciada.
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La deduccion propuesta sigue entonces a las reglas co-
rrientes de lal6gica y utiliza la recurrencia, como se procede
en matematicas, para su completa realizacion. De aqui, una
dificultad o circulo vicioso, porque se emplea un razona-
miento matematico para establecer un sistema formal, con lo
cual se espera un aporte sobre la naturaleza de la deduccién
légica en general y la de las matemadticas en particular.
Igualmente, se han utilizado nociones propiamente matema-
ticas, como el conjunto de simbolos, se han distinguido los
subconjuntos; también se han enumerado variables comoa,,

a,,..., como cadena de enteros en el conjunto de simbolos.

Una respuesta general consiste en tomar el “circulo vi-
cioso” en el sentido estricto, en el cual la teoria de sistemas
formales no se puede presentar como premisa de aquello
que se quiere establecer. Sin embargo, la tarea de la 16gica
consiste en desarrollar un discurso coherente, con el fin
de conferir, por este medio, una consistencia al discurso
inicialmente dado.

Para establecer esta consistencia, es necesario precisar el
grado de fuerza de las matemdticas que se permite emplear
en sintaxis (véase cap. 11, sec. 3: “Sintaxis en las relaciones
con otros lenguajes”). Asi, el estudio de un sistema que
formaliza las matemadticas, no requiere como herramienta,
una matematica tan fuerte como aquella que el sistema
estudiado permite formalizar, es necesaria una herramienta
matemdtica menos fuerte. De manera que el estudio de un
sistema fuerte necesita como herramienta una matematica
mas débil.

Consecuentemente, una de las tareas de la sintaxis, en la
deduccion, es discernir el uso de razonamientos matematicos
y de caracterizar de manera muy precisa la matemadtica a la
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cual se permite recurrir, segtn el objetivo perseguido; por
ejemplo, si se desea por medio de la formalizacién fundar
las matemadticas en su conjunto, es decir, reconstruirlas con
la mayor solidez, se puede tomar una matematica bastante
débil y, por tanto, evidente (MARTIN, 1964, pag. 46)°. Asi
pues, la matemadtica finitista de HILBERT constituye una

3 Es la misma situacion del matemadtico que puede estudiar un circulo
cuyo diametro es igual a aquel del sol, trazando solo una figura muy
aproximada de ese circulo.

De esta manera, se define el alfabeto de un lenguaje 16gico como un
conjunto de simbolos, donde se distinguen subconjuntos. Las variables
se han numerado, tales a , a,,.. ., utilizando la cadena de niimeros enteros.
Pero si para construir una légica que permite formalizar las matematicas,
se debe recurrir a nociones especificamente matemadticas, se encuentra
un problema que debe ser resuelto (objecion de POINCARE a los primeros
trabajos de HILBERT).

Esta es la posicién adoptada por HiLBERT (HILBERT, D. y BERNAYS, P.
Fondements des mathématiques, t.1, 1934, parg. 2, pag. 32), que pretende
fundar las matemadticas por medio de la formalizacion; es decir, recons-
truirlas con maxima solidez, toma como instrumento metamatemdtico
una matemdtica débil como la aritmética finitista. En esta aritmética
concreta, los objetos y sus propiedades se presentan con plena certeza,
abstraccién hecha del trazo mismo. Una cifra (Ziffer) se considera como
una abreviacion (para una cadena de “1”: 2 abrevia la cadena “1,1”...).
Asi, las operaciones de adicién y de multiplicacion se definen concre-
tamente a partir de esta nocion de cifra. Sus propiedades se establecen
por medio de una induccion completa apoyada en una construccion
efectiva de la cadena de enteros. Aqui, hay una deduccién que se basa
en la construccién concreta de cifras.

En analogia a la designacion de HILBERT, los 16gicos de Warsaw
(Lukasiewicz y otros) han hablado del “cdlculo metaproposicional”, de
metalogica. Sin embargo, la palabra “metaldgica” es una designacion
para el subdominio de la sintaxis que utiliza frases l6gicas en un sentido
estricto.
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aritmética minima y, en este sentido, si se desea adoptar,
por ejemplo, el vocabulario de la teoria de conjuntos, es
una teoria de conjuntos minima, la que hay que definir con
anterioridad y reconstruir luego la aritmética por medio de
la nocién de conjunto finito, no a través de la nocion de un
conjunto general.

Otra dificultad que se presenta, es la de la delimitacién
de una matemadtica intuitiva, la cual por su naturaleza im-
precisa puede convertirse en una tarea imposible, pero que,
sin embargo, un acercamiento a un grado de precision seria
de mucha utilidad para una sintaxis deductiva rigurosa; de
manera que la matemadtica que se emplearia se definiria sin
lamenor ambigiiedad y fuera de cualquier ““circulo vicioso™.
Una de las respuestas a esta problemdtica, es la de formalizar
el metalenguaje, el cual sabemos pertenece a la matematica
informal. TArsk1 (1931), con el objetivo de darle un sen-
tido preciso a la semdntica, pretende definir formalmente
la sintaxis de un sistema, pero presenta solo un esquema
de formalizacion mas que una formalizacion completa, se
contenta con una formalizacion parcial: precisa los puntos
de litigio enumerando cuidadosamente las prohibiciones
que deben respetarse. Asi mismo, en el metalenguaje se
designan los puntos que pueden ser presentados en lengua-
je natural y cudles se podrian formalizar, aclarando que la
totalidad de la formalizacién conduce a volver muy pesada
la escritura y el razonamiento mismo, por tanto no va mas
alla de la presentacion de un esquema en esta formalizacion.

Las respuestas a este “circulo vicioso” llevan a plantear
una sintaxis elemental y, ademds, una sintaxis como calculo.
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A) Sintaxis elemental

La distincion entre el grado de fuerza de la sintaxis con-
duce a establecer la distincion entre una matemdtica débil y
aquello que le concierne a una matemadtica fuerte. El primer
caso, comprende lo que se llama sintaxis elemental, que
utiliza métodos finitistas, en el sentido de HILBERT (1934).
Lo cual supone como condicion previa, que las reglas de
formacion y de deduccién permitan, por ejemplo, decidir si
un término o términos, al cabo de un numero finito de eta-
pas, es una palabra del lenguaje, si una palabra dada es una
formula, si una férmula es un axioma, o si una cadena dada
de féormulas es una demostracion. Reciprocamente, el uso
exclusivo de métodos finitistas asegura que el empleo de re-
glas derivadas, que se pueden establecer por medio de de-
mostraciones sintdcticas, deje intactas las posibilidades de
decision, propuestas en primera instancia. Es decir, la pro-
piedad de homogeneidad, que es a la vez verificada por los
axiomas y conserva las reglas de inferencia (toda conclusién
sacada de las premisas homogéneas es entonces homogénea),
de donde se concluye por recurrencia, que todos los teoremas
del sistema son homogéneos.

La sintaxis elemental presenta asi, ventajas y limites:

* Se trabaja con una matematica minima, evidente e incon-
testable, pero insuficiente en ciertos casos: algunas propie-
dades de sistemas efectivos no pueden ser demostrables por
los métodos finitistas, en cuyo caso, estariamos concernidos
por lo que se llama la sintaxis teorica. Esta se define como
teoria matemdtica general, que compete a varios sistemas
formales, que tienen como objeto de estudio, su estructura
formal, sin tener en cuenta su interpretacion. Una sintaxis



SINTAXIS 75

tedrica no estd condicionada por el grado de fuerza de la
matemadtica empleada.

* La sintaxis elemental, por su solidez, ha permitido ob-
tener un gran namero de resultados importantes que van de
los més evidentes y de los més dificiles a establecer, como
por ejemplo:

— las propiedades de la deduccién, como la reflexibili-
dad, con la cual se permite adjuntar a las hip6tesis de una
deduccidn todas las hipétesis que se deseen; la eliminacion
de hipdtesis redundantes, la inversion del orden de las hi-
poétesis y la transitividad;

— el teorema de la deduccidn, la no contradiccidn, la
completitud sintdctica y la decidibilidad del cédlculo de
proposiciones.

Anotaciones. HILBERT (1968, 1967) sienta las bases de es-
ta sintaxis elemental, pues en busqueda de una prueba de
consistencia (las inferencias l6gicas no pueden conducir a
demostrar, a partir de axiomas, a la vez un enunciado y su
negacién) para fundamentar las teorias matematicas, presen-
ta una prueba sintdctica. Las férmulas de la aritmética son
consideradas como concatenaciones de simbolos o caracte-
risticas morfoldgicas sin contenido. Presenta la propiedad
de homogeneidad, por medio de la “conservatividad” de las
reglas de inferencia (toda conclusion sacada de las premisas
homogéneas es entonces homogénea), asi, todos los teore-
mas del sistema son homogéneos y la negacion de una for-
mula homogénea no es ella misma homogénea, en ese siste-
ma, una formula homogénea, e igualmente, la negacion de un
teorema no es ella misma demostrable. (Esta prueba tiene un
problema de “circularidad”: critica de HENRI POINCARE, “Les



76 LENGUAJES FORMALES Y LENGUAJES COMPUTACIONALES

mathématiques et la logique”, Revue de métaphysique et de
morale, vol. 14, 1906, pags. 17-34: en donde, al principio
del razonamiento por induccién, aplica un argumento que
reposa sobre el principio de induccion).

HiLBerT en 1927, presenta la “teoria de la demostracion”,
con una vasta formalizacién mecanicista de la empresa ma-
tematica y un método general de decision que permitiria, una
vez las matematicas redactadas en un formalismo adecuado,
determinar de manera segura en un nimero finito de etapas
si una féormula dada es o no un teorema (problema de la
decision). Sin embargo, reconoce luego, que la prueba de
consistencia no puede ser absoluta en sentido estricto, y, al
contrario, debe contar con un conjunto de métodos “elemen-
tales” admitidos sin justificacion, intuitivamente correctos.

HiLBerT califica de elemental, un enunciado que se relacio-
na con una clase C de objetos concretos (cadenas de cifras,
conjuntos de simbolos), provisto de relaciones decidibles
por simple constatacion.

De esta manera, la cuantificacién universal sobre una cierta
clase es considerada como elemental, si se interpreta de la
manera siguiente: “Vx®(x)” significa que si nos presentan
concretamente un objeto prototipo de la clase C, podriamos
constatar que este objeto “prototipico” de la clase C, se podria
definir como un objeto de @. El conjunto R de enunciados
elementales (HILBERT los llama “reales” o “finitistas’) con-
tiene todas las proposiciones del tipo Vx,..., Vx ®(x,,...,
x ), en donde @ es una relacion decidible (muchos de los
enunciados matematicos importantes son de ese tipo; por
ejemplo, el dltimo teorema de FErRmAT, el teorema de cuatro
colores, la famosa hipétesis de RIEMANN).
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B) Sintaxis como cdlculo

Con las propiedades referentes a la sintaxis deductiva y
la elemental, se perfila una sintaxis como cdlculo, que pre-
senta CARNAP (1937), en su sintaxis logica, en donde es la
aplicacion de reglas formales sobre signos desprovistos de
contenido, que los lenguajes pueden desarrollar los cédlcu-
los aplicados a la deduccion y, por lo cual, estos lenguajes
evolucionan en su estructura sintdctica. Asi, son estas reglas
que retoman toda su importancia, porque van a determinar
tanto la formacion de las “expresiones bien formadas”
(EBF), con sus propiedades, la relacion de signos, como las
posibilidades de estructuracion entre ellos, lo mismo que
las reglas sintdcticas que aseguran la transformacion de las
expresiones en una deduccién. Estas reglas rigurosamente
planteadas, son la base de las reglas que van a conducir el
calculo. Se estd, en el dominio de lo operativo, con un pro-
cedimiento efectivo, casi mecdnico, que proporciona los
resultados de la deduccion. Igualmente que para la sintaxis
deductiva, el procedimiento mas simple para la construccion
de un célculo consiste en seleccionar algunas frases como
frases primitivas (algunas llamadas postulados o axiomas)
y algunas reglas de inferencia.

Las reglas de transformacion muestran cuéles “manipula-
ciones” son toleradas y cudles no; es decir, las reglas que no
alteran la validez dada como punto de partida. Por ejemplo,
la condicién para que una regla de sustitucion, que puede
reemplazar en una proposicion vélida una variable por una
EBF y que puede producir una nueva proposicion valida.

El uso de estos dos tipos de reglas asegura la presenta-
cién del esquema deductivo, como una cadena de EBF, ex-
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presiones que pueden ser: un axioma o la consecuente de tal
esquema, en donde el antecedente precede al consecuente,
la dltima proposicion del esquema es un teorema (objeto
de lademostracion y constituye una EBr; muchas veces puede
ser reutilizada en otra demostracién y puede ser una propo-
sicion refutable cuya negacion se deriva del sistema).

Anotaciones. La sintaxis formal ha sido la base de la ma-
yoria de los sistemas matematicos, cuyas pruebas estan re-
lacionadas con métodos efectivos; asi mismo, las propieda-
des centrales de la sintaxis, tales como las de consistencia,
completitudy decidibilidad, son la base de cualquier sistema
formal y base para la semdntica formal.



CariTuLo IV

SEMANTICA

1. INTRODUCCION

La construccién de un sistema formal, conduce a la
pregunta sobre la correspondencia de su interpretacion en
el seno de una teoria menos abstracta. EI propdsito es, el
de relacionar las dos teorias (la formal y la intuitiva), por
medio de una estructura que exprese el sentido o varios de
los sentidos posibles de la interpretacion. De ahi, el nom-
bre de semdntica dada a estos estudios, por oposicion a los
de la sintaxis. Es dificil trazar una frontera exacta entre
la seméntica y la sintaxis e incluso, muchos estudios de la
semdntica se realizan desde el campo mismo de la sintaxis.

Asi, a la semdntica le corresponde la tarea de confirmar
0 precisar un concepto vago; por ejemplo, si el cdlculo de
proposiciones o el cdlculo de predicados de primer orden, ex-
presan de manera conveniente, en lenguaje natural, lo que
se entiende por ellos en 16gica formal. CArNAP (1947) lla-
ma explicandum (nuevo concepto interpretado en lenguaje
natural) y explicatum (el concepto de base).

2. NOCIONES GENERALES DE LA SEMANTICA

La semdntica de un sistema formal, se puede entender
como la interpretacion' o interpretaciones de este sistema

! Interpretacion tomada en un sentido mds general que el de traduc-
cion, que podria pensarse como una nocién mas mecdnica y reducida.
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en una o varias teorias intuitivas, que corresponden a una
realidad o varias realidades, cuyo contexto es el del len-
guaje extralingiiistico, por oposicion al lenguaje formal.
Es decir, que para el desarrollo de una interpretacion, es ne-
cesario contar con el estudio de las relaciones de los signos
y su significado, 1o que constituye los innumerables estudios
realizados sobre el sentido y la referencia y sobre la verdad
de las expresiones que se interpretan y la validez de esa
interpretacion.

Anotaciones. Como base conceptual del desarrollo de la
semantica, es necesario contar con un andlisis del significado
de las expresiones del lenguaje formal para interpretar, con
el fin de comprender el significado de la expresion dada y
la manera como se aplica en el mundo real. En ese sentido,
se puede plantear la diferencia entre sentido y referencia (o
denotacion) (véase cap. 11, sec. 4, apdo. A: “Ejes principales
del lenguaje formalizado”); puede presentarse asi:

FREGE propone una teoria tripartita del signo, que com-
prende el signo en su materialidad (Zeichen), el sentido
(Sinn) y la referencia (Bedeutung). El sentido es el modo
como se da la referencia; es decir, la manera como se hace
referencia al objeto, y la referencia es el objeto mismo. Este
andlisis permite explicar la diferencia entre las identidades
a = a, que no tiene valor como conocimiento mismoy a =b
que aporta una informacion. Siay b son diferentes, ;cOmo se
puede decir que son iguales, y como su igualdad (identidad)
puede ser informativa? La respuesta reside en el doble hecho
de que a) la igualdad reside en la identidad de la referencia
(a y b reenvian al mismo objeto de referencia), y b) el va-
lor informativo reposa sobre la diferencia del sentido. La
expresion “estrella de la mafiana” no significa lo mismo que
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la expresion “estrella de noche”; la unareenvia al hecho que
se ve una estrella en la mafiana y la otra reenvia a la noche.
Incluso, si las dos expresiones designan o denotan el plane-
ta Venus, ellas no reenvian de la misma manera, son dos for-
mas de mostrar la referencia.

Este andlisis del signo se extiende a la expresion o pro-
posicion misma. El sentido de una proposicién es un pen-
samiento (Gedanke) y su referencia es un valor de verdad
(verdadero o falso); asi el pensamiento se vuelve objetivo,
no se puede confundir la conciencia de una proposicion
con su verdad (una proposicién no cesa de ser verdadera,
porque no la pensamos). Estas bases l6gicas adquieren un
estatuto objetivo, porque FREGE admite un principio realista
y antisicologista, de manera que los signos y el concepto
toman valor, por el principio de contextualizacion, segin
el cual los signos adquieren significado en el marco de la
proposicion (principio de proposicionalidad).

El sentido y la referencia de una proposicién compuesta
representan la funcion de los sentidos y referencias de sus
componentes: expresion del principio de composicionalidad.

La l6gica de Port RoyaL (1662), distingue entre la com-
prension 'y extension. En donde la comprension o intension
es el significado propio del objeto y la extension es el sujeto
u objeto que comporta esa propiedad.

Como continuacion de esta distincion fregeana y la de
comprension y extension, el andlisis del significado puede
dividirse en teoria de la referencia (nominacion, denotacion,
extension) y teoria del significado, como tal (intensién),
distinciones que estin presentes en la interpretacion o en el
desarrollo de la semdntica.
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A) Nocion de interpretacion formal

Una interpretacion i de un lenguaje, de primer orden,
estd formada por (D, R"), donde D, (el dominio de i) es
un conjunto no vacio y R* es un niimero n de relaciones k
definidas sobre D. Entonces, (D, R") es una estructura en
el sentido formal del término; en el caso del lenguaje L de
S, se considera que D, comporta una coleccion de objetos
diferenciados a , a,,... Se distinguen, igualmente, entre las
relaciones R¥ (k, n> 0) un conjunto F* (k, n>0) de funciones
definidas en D..

El conjunto D, es el conjunto de los valores que pueden
tomar las variables individuales x,, x, del lenguaje L de
S,; los elementos de D, son los objetos interpretados que
corresponden al lenguaje L. La coleccion de elementos
diferenciados a, a,,... de D, es el conjunto de los objetos
que corresponden a las constantes individuales a , a,,...
de L.

Asi, a partir del sistema formal S se puede plantear
como objetivo, interpretar o presentar la relacion (RY) de
este sistema con una teoria enunciada en lenguaje natural;
es decir, presentar el desarrollo de su semdntica. Para ello,
suponemos que esta teoria es coherente, donde se distinguen
las expresiones o aserciones verdaderas de aquellas que son
falsas. La adecuacion, la interpretacion del sistema formal
y la teorfa intuitiva resultante, pueden presentarse asi:

* Correspondencia entre simbolos del sistema formal y
las palabras de la teoria intuitiva.

* Andlisis de las expresiones traducidas.

* Determinacidn de la correspondencia entre las tesis del
sistema formal y las proposiciones verdaderas de la teoria
intuitiva, y viceversa.
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B) Correspondencia entre simbolos

La correspondencia entre los simbolos del sistema formal,
palabras o grupos de palabras referidas al vocabulario de
la teoria intuitiva, puede presentarse como una traduccion
realizada por intermedio de un tipo de diccionario consti-
tuido formalmente, segin condiciones del sistema formal
y la teorfa intuitiva, asi:

* Definicion de las reglas que permiten obtener, a partir
de la traduccion de expresiones bien formadas o formu-
las del lenguaje L, simbolos de la teoria intuitiva (D,). A
ciertas expresiones bien formadas corresponden frases con
sentido (posibilidad de ser verdaderas o falsas) del lenguaje
ordinario, de acuerdo con las reglas. Estas serian las frases
“légicamente verdaderas” en légica usual.

* Distincidn en cada una de esas expresiones bien formadas
de dos clases de simbolos:

— Las constantes (a,, a,,..., a,) y operadores, de varias
clases a las cuales corresponde el mismo valor a lo largo
de la traduccion. La traduccion es, entonces, biunivoca e
invariable; es decir, que a cada simbolo corresponde una sola
traduccion, a lo largo de la interpretacion; asi por ejemplo,
para los operadores:

v ¢~ ge traduce por “no”

v/ “9” se traduce por “implica”

v ()7 se traduce en “paréntesis”

— Lasvariables (x , x,,...,x ) alas cuales conviene hacer-
les corresponder diferentes valores a lo largo de la traduccion.

* Correspondencia de cada variable y constante a una
frase o expresion que sea dotada de sentido (susceptible de
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ser verdadera o falsa). Asi, para una expresion de la teoria
intuitiva con sentido y que contiene n variables distintas,
tendremos tantas traducciones posibles como formas posibles
de escoger n frases (diferentes o no) en el sistema formal.

* Traduccidén de una expresion compuesta, realizada
a partir de los simbolos (simples) que la constituyen, de
manera que a una palabra formal (sistema formal) se hace
corresponder una cadena de simbolos que se ha obtenido
de la interpretacion de simbolos concatenados, de la teoria
intuitiva. Las traducciones son estructuradas en el mismo
orden que los simbolos que les corresponden en la palabra
formal. Por ejemplo:

— “a, > a,” corresponde a “hace sol implica hace sol”

— “a,d>a,” corresponde a “2 + 3 =5 implica2 +3=15"

— “a, > a,” corresponde a “las vacas vuelan implica las
vacas vuelan”

C) Anadlisis de expresiones traducidas

Con el andlisis de las frases o expresiones obtenidas por
traduccion, se pretende conocer, si estas frases son verdaderas
0 no, en la logica que se estd interpretando (S)).

Para los enunciados presentados como l6gicamente verda-
deros, serdn verdaderos sea cual fuere la traduccién adopta-
daparaa a,oa,. Alcontrario, latraduccionde ~(a, > a,) es
falsa en cualquier caso; pero para el caso “a, > a,”, puede ser
tanto verdadera como falsa, seguin la traduccién adoptada
paraa,oa,,lo que corresponderiaa “2 + 3 =5 implicalas va-
cas vuelan”, es falsa por el principio que lo verdadero implica
lo falso; para el caso de “a, 2> a,”, que corresponderia a “las
vacas vuelan implica 2 + 3 =57, es 16gicamente verdadera
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por el principio que lo falso implica lo verdadero, incluso
si el contenido de a, no corresponde a ninguna realidad.

Pero se presenta una objecion a esta parte del anélisis,
porque no es evidente a primera vista que la proposicion:
“las vacas vuelan implica 2 + 3 = 5” sea ldgicamente ver-
dadera; es necesario, entonces, presentar las reglas 16gicas
para llegar a la respuesta. Se ve que hay una dificultad para
determinar a primera vista la respuesta, que es la falta de
rigurosidad en la presentacion de las proposiciones y sus
reglas; es decir, la falta de una axiomadtica formal para de-
terminar de manera competente, la traduccidn de un simbolo
en una teoria intuitiva. Esta dificultad se acrecienta a medida
que las expresiones formales se vuelven mas complejas,
porque las expresiones resultantes de las traducciones no se
pueden apreciar directamente.

Asi, si se traduce ~(a, 3 a,) 3 (a, 3 a,), haciendo corres-
ponderaa,: 2+ 3 =35y aa, las vacas vuelan, para discer-
nir la proposicion resultante es necesario examinar atenta-
mente cada proposicion simple. No se cuenta con un método
que determine de manera general, si esta proposicion sigue
una ley légica que defina si es verdadera o falsa; es decir,
que no hay un procedimiento decidible para llegar a ese
resultado, lo que hace necesario demostrarlo, a partir de un
esquema deductivo riguroso.

D) Determinacion de la correspondencia entre las tesis
del sistema formal y las proposiciones verdaderas
(tautologias) de la teoria intuitiva, y viceversa

El andlisis presentado nos sitda frente a las expresiones
de la teoria intuitiva traducidas (D)), lo que posibilita la
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solucién de un tema importante en semdntica formal que
es la correspondencia entre las tesis o axiomas del sistema
formal y las proposiciones verdaderas de la teoria intuitiva
(tautologias), y viceversa (MARTIN, 1968, pag. 59). De esta
manera se va a examinar la forma de:

* Determinar la correspondencia entre las tesis del siste-
ma formal y las proposiciones verdaderas (tautologias) de la
teoria intuitiva, lo que asegura que las demostraciones for-
males conducen a proposiciones verdaderas de la teoria in-
tuitiva;

* Determinar la correspondencia entre proposiciones ver-
daderas (tautologias) de la teoria intuitiva y las tesis formales,
lo que asegura que el sistema formal realiza completamente
las posibilidades de demostracion de la teoria intuitiva.

Para el primer aspecto, el conjunto de proposiciones ver-
daderas de la teoria intuitiva, en correspondencia con las te-
sis formales, puede ser infinito y el problema no se resol-
veria con una lista exhaustiva para demostrar que todas las
tesis del sistema formal y las proposiciones verdaderas de
la teoria intuitiva se corresponden. Es necesario utilizar un
método recurrente, para que se pueda demostrar:

a) que las tesis iniciales, es decir, los axiomas, de S se
corresponden con las expresiones verdaderas (intuitivas) y
que las reglas de deduccion de S, conserven esta propiedad
de correspondencia;

2 Los axiomas de un sistema formal no tienen ninguna evidencia
intuitiva, no son escogidos en razén de la evidencia particular de su
interpretacion, sino en razén de la facilidad importante con la cual se
pueden deducir de ellos las tesis las mds corrientemente utilizadas.
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b) que si en una demostracion los antecedentes son una
tesis, los consecuentes obtenidos por aplicacion de reglas
inferenciales en vias de una interpretacion, lo son también®.

Se evidencia, en este primer caso, que el nimero de los
axiomas (formales) es con frecuencia menor que aquel
de los consecuentes (intuitivos) que se pueden colegir y
la afirmacién que todas las tesis o axiomas corresponden
a expresiones verdaderas interpretadas, reposa solamente
sobre una generalizacion formulada a partir de numerosos
ejemplos, producto del método recurrente planteado. Es
decir, que no se puede tener una respuesta general, en tanto
que cada una de las expresiones sea analizada.

Asi mismo, para el segundo aspecto, si todas las expre-
siones verdaderas (teoria intuitiva) se corresponden con las
tesis (sistema formal), se puede decir que el conjunto de las
proposiciones l6gicamente verdaderas no se pueden definir
con precision y solo se puede proceder por medio de pruebas
para asegurar en la mayoria de los casos posibles:

* Que a una proposicion légicamente verdadera corres-
ponda una proposicion interpretada verdadera en virtud del
diccionario utilizado;

* Que todas las proposiciones verdaderas interpretadas
(intuitivas) asi, son tesis (formales), pero una verificacion
de este género puede servir de base a una induccion y no se
podria llegar a demostrar rigurosamente y de manera general
que el sistema considerado posee tal propiedad semadntica.

Anotaciones. Es necesario decir que el contenido de las
proposiciones, que en la interpretacion corresponden a las va-

3 Es dificil justificar esta demostracion de manera rigurosa, mientras
se esté en el dominio de la semdntica intuitiva.



88 LENGUAJES FORMALES Y LENGUAJES COMPUTACIONALES

riables del sistema formal S, no desempefia ningtin papel.
Solo importa el hecho de que estas proposiciones sean,
segln el caso, verdaderas o falsas. Si se estima verdadera
la proposicion “las vacas vuelan implica 2 + 3 =57, no es
porque vemos una relacién entre la morfologia de las va-
cas y una verdad aritmética, pero porque nos inclinamos a
aceptar que de lo falso se puede deducir lo verdadero y que
en el caso contrario, de lo verdadero se deduce lo falso, no
se puede sostener.

Por otro lado, vemos que la respuesta a las dos problemé-
ticas planteadas, no tienen una respuesta directa y es nece-
sario, en consecuencia, analizar cada una de las expresiones
correspondientes segun las reglas 16gicas para definir la
condicidn de tesis de las proposiciones verdaderas (teoria
intuitiva), y viceversa.

En este sentido, se puede ver que las respuestas no co-
rresponden a un método totalmente formalizado y que para
obtener las propiedades semdnticas necesarias a la interpre-
tacion, es importante recurrir a otro método, mas preciso,
que es el de las variables de verdad o el método de modelo.

a) Método variables de verdad. Lainterpretacion, en lugar
de hacerse sobre las expresiones o proposiciones particulares
del sistema, se puede hacer sobre variables, pero solo sobre
los dos valores de verdad V y F. Asi, las “tablas de verdad”
ilustran de manera directa el proceso de composicion 16gi-
ca donde el valor de verdad de una expresion estd referido
unicamente a la funcién de verdad de sus componentes
atomicos o simples. Es un método que permite determinar
el valor de verdad de la expresion o proposicién compuesta
sobre la base del valor de verdad de sus componentes. Toda
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proposicion contiene n simbolos enunciados, expresiones:
a, a,,...,a que corresponden a una funcion de verdad a n
argumentos. La forma de proposicién (a, A ~a,) > a,, por
ejemplo, genera una funcion de valor de verdad que puede
ser representada por una tabla de verdad compuesta de 2" (n
= 2) lineas, donde cada linea indica una asignacion posible
de valor de verdad para {a,, a,}, lo mismo que el valor de
la funcién para esta asignacion y las asignaciones posibles
de valor de verdad para los componentes atomicos (véase
cap. 11, sec. 4, apdo. A, lit. a: “Naturaleza proposicional y
analitica del lenguaje”).

De manera que si se trata de interpretar una expresion
compuesta, tal que:

(ra,>-a)>(a,d>a) (1)

Dondea, =Vya,=F

La expresion se traduce asi:

“(no-V implica no-F) implica (F implica V) 2)

La pregunta es: ;si la expresion (1) tiene el valor V o el
valor F?

Para responder, es necesario:

a) conocer el valor de no-V y de no-F;

b) conocer el valor de una expresion de la forma “A im-
plica B” cuandoAy Bson Vo F.

Se tienen en cuenta, las reglas siguientes:

no-V=F ; no-F=V

“AimplicaB”=FsiA=VyB=F

“A implica B” =V en todos los otros casos

“=" significa la identidad y la posibilidad de sustituir
cualquier expresion situada a la izquierda.
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De esta manera, de la expresion (2) se deduce sucesiva-
mente:

“(F implica V) implica (F implica V)”

“(VimplicaV)”

\Y%

a=F;a =V

“(no-V implica no-F) implica (F implica V)”

a=V;a=V

a,=F; a,=F

Al hacer corresponder a las variables de la proposicién
(1), los valores de verdad V y F, permite en pocas etapas
todas las posibilidades de traduccién adoptada; la expresion
(2) toma el valor V. Este procedimiento proporciona la
herramienta para determinar las expresiones de S que son
expresiones verdaderas o tautologias y contradicciones, o las
tesis 0 axiomas segun los valores atribuidos a las variables.

Esta forma de proceder tiene la ventaja que permite tratar
con rigor las preguntas semdnticas sin salir del marco de la
sintaxis de §; es posible dar a la teoria de funciones de ver-
dad una forma puramente matemadtica. Al considerar un
conjunto D con dos elementos {V, F} y dos funciones -y
3, la primera con un argumento (definido en el conjunto D),
la segunda con dos argumentos (D, x D), el uno y el otro
toman valores en D,. Estas dos funciones se representan por
tablas de verdad clasicas, donde A y B designan expresiones
cualquieras:

A |-A
V| F

ey
<
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A|B|A>B
VIV \Y
VI|F F
F |V \Y%
F|F \Y

El objetivo es encontrar un método que permita asociar
a cada férmula de S, uno de los dos valores V o F, donde
el valor de la férmula depende dnicamente de los valores
atribuidos a cada variable proposicional que figuran en ella.

A la pregunta: ;todas las tesis de (S,) son expresiones
verdaderas, en todos los casos (tautologias) en la teoria in-
tuitiva? Es suficiente proceder por recurrencia y demostrar:

* que las tesis iniciales de (S), es decir, los axiomas, son
tautologias en la teoria intuitiva;

* que las reglas por medio de las cuales se deducen las
tesis o los axiomas en S, conservan esta propiedad en la
teoria intuitiva. La demostracion asegura la consistencia
en los dos sentidos:

— (S§,) es absolutamente consistente, lo mismo que D, del
lenguaje de la teoria intuitiva. En efecto, si todas las tesis
son tautologias, una expresion que no es una tautologia no
es una tesis. Una variable proposicional tomada aislada-
mente es una expresion y no una tautologia, porque ciertas
asignaciones pueden aplicarla sobre el valor F. Existe en
(S,) y en D, una expresion que no es una tesis.

— (8,) y D, son consistentes con respecto a la negacion.
Si A es una tesis, ~A es necesariamente una contradiccion y
no una tesis. Es imposible, cualquiera que sea A, de tener
Ay ~A.
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A la pregunta semdntica: ;todas las tautologias del siste-
ma formal (S) son tesis (teoria intuitiva)? Se puede respon-
der también afirmativamente apoydndose en una demostra-
cién por recurrencia. Por otro lado, si (S ) es seménticamente
completo con respecto a la interpretacion en términos de
funcién de verdad, esta propiedad de “completitud” permite
establecer dos otras propiedades importantes de (S,):

* (S,) y D, son sinticticamente completos;

* (S, y D, son decidibles. A una tautologia o expresion
verdadera de (S)) y D, es posible determinar al término de
un nimero finito de etapas si ella es 0 no una tesis (teoria
intuitiva). Es necesario examinar si toma el valor V para
todas las asignaciones posibles. Entonces, si en la formula
figura n variables distintas, estas asignaciones son en nu-
mero de 2", su valor es finito y es posible examinar una des-
pués de la otra (son enumerables).

b) Método del modelo. Seaun sistema S formal efectivo®,
se llama modelo de este sistema todo campo de interpreta-
cién C constituido de dominios no vacios, que cumple las
cuatro condiciones:

e Todo axioma de S es valido en C.
* Si una regla permite en S deducir Bde A, A,,..., A .
*SiA,A,,...,A sonvilidas en C, B es vilido en C.

* Existe por lo menos una expresion de S que no es valida
en C.

4 Sistema o conjunto de las férmulas del conjunto de las demostracio-
nes son recursivas mientras que el conjunto de tesis es recursivamente
enumerable (RoGER MARTIN, Logique contemporaine et formalisation,
Paris, pur, 1964, pag. 83).
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Esta definicion exige no solo que las tesis de S sean vali-
dasen C, sino que también las relaciones de deducibilidad en
S tengan su imagen en C.

La nocién de modelo permite formular de manera mas
precisa, pero general, lo que se llaman problemas de la
semantica, a saber:

* . El sistema admite un modelo?

*,Si M es un modelo de S, toda expresion verdadera en
ese modelo es una tesis de S?

* Esta expresion permitiria igualmente enunciar las rela-
ciones que unen las propiedades semdnticas de un sistema
a sus propiedades sintécticas.

En efecto, si un sistema S admite un modelo M, es con-
sistente en los sentidos que se han indicado:

* En sentido absoluto: porque toda tesis de S es vdlida en
M, una férmula que no es vélida en M no puede ser una tesis
o axioma. Entonces, se supone que existe una expresion de
S no vélida en M, por lo cual existe al menos una férmula
de S que no es una tesis.

* S es también consistente con respecto a la negacion.
Si se puede establecer en S, ala vez A y ~A, resulta que A
es valida en M al mismo tiempo que ~A, lo que prohibe la
definicién misma de modelo. Se concluye que si S admite
un modelo, no puede tener a la vez A y ~A°.

A la pregunta: ;en un modelo dado de S, toda expresion
vélida en este modelo es una tesis de S? La respuesta toca
la completitud semdantica. Asi, S serd semdnticamente com-

5 La expresion constituida por una variable de proposicién tomada
aisladamente no puede ser una tesis, se necesita que sea vélida.
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pleto con respecto a M, si existe al menos un modelo con
respecto del cual es completo.

Pero se puede presentar el caso, en el que un sistema pue-
de ser completo con respecto a un modelo y no en relaciéon
con otro, se puede pensar, entonces, en un modelo principal,
un modelo en relacion al cual este sistema es completo se-
mdnticamente.

E) Propiedades semdnticas

A partir del andlisis y del desarrollo de la corresponden-
ciaentre tesis y expresiones verdaderas (tautologias), y vice-
versa, establecidas por el método de variables de verdad y el
método de modelo, se plantean las principales propiedades
semanticas, asf:

* Conservacion: las reglas por medio de las cuales se de-
ducen las tesis a partir de los axiomas conservan esta pro-
piedad.

* Tautologia, se obtiene el valor de verdad para todas las
asignaciones posibles de una expresion o proposicion; su
opuesta la contradiccion, se obtiene el valor de verdad F
a todas las asignaciones posibles del valor de verdad de la
expresion y sus componentes; la indeterminacion que no es
ni tautoldgica ni contradictoria.

* Consistencia de (S,), como absolutamente consistente
y consistente con respecto a la negacion; su opuesta la in-
consistencia o no contradiccion.

* Completitud semantica y sintictica; su opuesta la in-
completitud.

* Decidibilidad: se cuenta con un procedimiento efectivo
para realizar la interpretacion entre el sistema formal y la
teorfa intuitiva; su opuesta la indecidibilidad.
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a) Propiedades semdnticas de base. Las propiedades
semanticas que van a dar soporte a cualquier desarrollo de
la semdntica de un sistema formal se pueden resumir en
tautoldgica, contradictoria, indeterminada, consistente e
inconsistente, sabiendo que el resto de propiedades expuestas
son aplicadas en este desarrollo, pero son estas propiedades
que soportan, en primera instancia, su aplicacion.

a’) Tautologia. Una forma de proposicion A es tautologi-
ca, si A obtiene el valor de verdad V en todas las asignacio-
nes posibles de valor de verdad de sus componentes atémi-
cos, es decir, de las variables que ella contiene. Se dice, asi
mismo, que esta proposicion es I6gicamente verdadera. Por
ejemplo:

A=(Bv-B)
A=(A2A)v~A dA)

Para cualquier enunciado que se sustituyaa Ay a B, la
expresion que resulta obtendra el valor de verdad V, bajo
todas las asignaciones posibles de valor de verdad de sus
componentes atdomicos.

b’) Contradiccion o antilogia. Una forma de expresion
o enunciado A es una contradiccion, si A obtiene el valor
de verdad F en todas las asignaciones posibles de valor de
verdad de sus componentes atdmicos, es decir, a las variables
de enunciado que ellas contienen. Se dice que una forma
que es contradictoria es l6gicamente falsa. Por ejemplo:

A= (B -B), que se puede escribir: A = (a, A a,) y cuya
tabla de verdad:
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[lustra el caracter contradictorio de esa forma de expresion
o enunciado; de lo cual A es falso si ~A es verdadero, de la
misma manera que A es verdadero, si ~A es falso.

¢’) Indeterminacion. Unaforma de expresion o enunciado
A es logicamente indeterminado, si A no es ni tautolégico
ni contradictorio. Por ejemplo:

a,

Segun la tabla de verdad:

a,

F

d’) Consistencia. Un conjunto finito no vacio de expresio-
nes o enunciados E = {a , a,,...,a } es consistente, si existe
al menos una asignacion de valor de verdad de los compo-
nentes atomicos de a, a,,...,a _bajolacuala,a,,...,a son
todos verdaderos.

Elconjunto E={p vp,} es un conjunto de enunciados con-
sistente y se verifica si la tabla de verdad de los enunciados
que la componen indica que existe una asignacion de valor
de verdad sobre la cual los enunciados son verdaderos, asi:

P, P

3

<

m|m| <<
mi<|<| <=
o]

oo

La propiedad de consistencia de un conjunto de enun-
ciados E engloba aquella de la consistencia de un solo
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enunciado o expresion en el caso particular del conjunto £
si contiene un solo elemento. Un conjunto finito no vacio de
enunciados E={a,, a,...,a } es consistente, si el enunciado
que resulta de la conjuncién de sus elementos a A a, A ...
Aa es consistente.

e’) Inconsistencia o contradiccion. La propiedad de
consistencia recubre aquella de no contradiccion; la incon-
sistencia de una forma de enunciados se debe a su cardcter
contradictorio: una forma de enunciado es inconsistente, si
no existe ningtin valor de verdad de los componentes at6-
micos de A bajo los cuales A sea verdadera. Contradiccion
e inconsistencia son sinénimos, porque no existe, para una
forma de enunciado falso, ninguna asignacién bajo la cual
se obtenga el valor de verdad V.

Anotaciones. Con estas propiedades semdnticas funda-
mentales se tiene el soporte de una semdntica formal, en
donde los términos de (S,) se asocian a los simbolos de otra
teoria intuitiva, presentado en un lenguaje formalizado, sin
acordar a estos simbolos otro significado que aquel que re-
ciben los axiomas y las reglas que definen la estructuracion
0 manejo.

La fundamentacion de una semdntica formal estd asegu-
rada si se conoce de manera precisa su estructura sintdctica.
De ahi resultan, que si se quieren dar, en materia de semadntica,
definiciones muy generales, es necesario fijar un marco sin-
tactico muy amplio, para la mayoria de los sistemas usuales
e indicar las reglas de interpretacion de un sistema teniendo
esta estructura.

Se puede decir también, que la relacion de adecuacion
entre el sistema formal y la teoria intuitiva en la cual se va
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a interpretar este sistema, es inversamente proporcional al
grado de rigurosidad esperada, de manera que la adecuacion
es mayor si el grado de rigurosidad es menor, y viceversa.

b) Otras propiedades semdnticas. Se han planteado las
propiedades semdnticas que dan la base a la semdntica for-
mal, pero es necesario completar esta base de la semantica
con otras propiedades, como la consecuencia semdntica 'y
la categorica, que amplian y solidifican el soporte 16gico
de la semdntica. Igualmente, la relacion de la sintaxis y de
la semantica de un sistema formal trae consecuencias y con-
diciones necesarias para el desarrollo de la semantica formal
y su funcionamiento, representadas en ciertas propiedades
de esta semdntica.

a’) Consecuencia semdntica. Es introducida por TARsKI
(1931), para presentarla de forma general; se define un sis-
tema légico de primer orden, asi:

Sea F un conjunto, finito o infinito, de férmulas cerradas
de un cdlculo de primer orden. Una férmula A de este siste-

ma se llama consecuencia de F si es valida en todo modelo
de F°.

Sin embargo, la consecuencia semdntica permite estudiar
sistemas que formalizan una teorfa matematica quedando-
se en un punto de vista mas cercano del matematico, que
considera una teoria caracterizada por sus axiomas pura-
mente matemadticos y no formula explicitamente axiomas
l6gicos. En ese caso, se tratan los axiomas como hipoétesis,
se examinan las consecuencias (obtenidas por medio de re-

¢ Esta nocion no es efectiva, es imposible al término de un nimero
finito de etapas (sin aplicar el tercero excluido a conjuntos infinitos), si
A es una consecuencia de F.
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glas 16gicas) y se determinan las propiedades (tautologica,
consistencia, independencia, completitud, ..., por ejemplo)
construyendo modelos. Estas propiedades no son totalmente
independientes de la 16gica empleada.

Un sistema de axiomas F'se llamard consistente en relacion
con la consecuencia semdntica, siA 'y ~A no son simultidnea-
mente consecuencia de F. Por su parte, la independencia de
un axioma B con respecto a otros axiomas que constituyen
F, se expresa en el sentido que B no es consecuencia de
estos otros axiomas.

Un sistema F sera llamado completo con relacién a la
consecuencia semdntica, si cualquier formula A del sistema
S aplicada a F, constituye los axiomas no légicos; o bien,
A es valida en todo modelo de S, o bien, A es falsa en todo
el modelo de S.

La propiedad semantica llamada categorica, la cual pre-
senta la condicién de correspondencia entre la teoria intui-
tivay el sistema formal es isomorfa’, donde se puede exigir
que todos los modelos del sistema formal considerado sean
isomorfos, lo que va a depender de la I6gica que se dé como
instrumento de deduccion.

b’) Relacion entre propiedades semdnticas y sintdcticas.
Es evidente que, de manera general, la completitud semdn-
tica no conlleva la completitud sintdctica. En efecto, si el

"Dos modelos M y M’ de un sistema S son isomorfos, si existe entre
sus dominios respectivos un conjunto ® de correspondencias biunivocas,
tales que cualquiera que sea la asignacion considerada en M, el valor
tomado en M por una expresion A, sea idéntico al valor tomado por A
en M’, para la asignacién aplicando variables y constantes de A sobre
las imagenes, para ® de los elementos sobre los cuales se les aplica la
asignacion correspondiente en M.
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sistema S, es completo con relacién a un modelo, y cuyo
dominio es enumerable, se establece que:

« Si un sistema de axiomas F es consistente con relacion
ala consecuencia, el sistema aplicado S, en donde F consti-
tuye los axiomas no 16gicos, es sintdcticamente consistente.

* Siun axioma A es independiente con respecto a la conse-
cuencia de los otros axiomas que constituyen F, es también
sintdcticamente independiente.

* Si S es sintdcticamente completo, F es completo con re-
lacion a la consecuencia.

* Si S es categorico, F es completo con respecto a la con-
secuencia.

Anotaciones. A nivel general, se puede decir que las in-
vestigaciones semdnticas exigen, en el momento en que se
realizan sobre sistemas complejos, medios 16gicos mds po-
tentes que el estudio puramente sintdctico.

Delante de la dificultad que existe de trazar una frontera
neta entre semdntica formal y sintaxis, se ha propuesto re-
visar el concepto de fuerza del sistema matemdtico que se
va ainterpretar, y plantearla como un criterio para distinguir
esa frontera.

3. EL METALENGUAIE

El planteamiento de la metafora de un diccionario, con
el fin de realizar la correspondencia entre los simbolos del
sistema formal y las expresiones de la teoria intuitiva, uti-
lizado especificamente como una traduccidn, nos lleva a
presentar un sistema formal que puede ser considerado como
un lenguaje totalmente artificial que se va a traducir en
lenguaje corriente.
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Pero, para estos dos sistemas (formal y lenguaje corrien-
te), se tienen dos conceptos de validez diferentes: para el
lenguaje corriente, toda frase declarativa provista de sentido
es verdadera o falsa, mientras que en el sistema formal, la
propiedad que puede tener una expresion verdadera consiste
en ser demostrable o no.

Es decir, que es necesario verificar si una forma de enun-
ciado o una clase de tales formas, posee las propiedades
semanticas expuestas (LERoOUX, 1998, pag. 46)%. Para lo
cual, es necesario contar con una metapropiedad, en el me-
talenguaje del lenguaje, que posibilite esta validez. Asi, se
define para las expresiones verdaderas de un sistema formal
S una propiedad que se llame verdad, anotada verdad-S (en
sentido de las reglas de la semdntica en el metalenguaje), para
distinguirla de la verdad atribuida a las frases del lenguaje
corriente. La pregunta seria: ;cudles son las relaciones con
las propiedades sintdcticas de las expresiones?, se busca para
un sistema S, si es necesario y suficiente que una expresion
sea demostrable para que ella sea verdadera-SM.

Si se plantean reglas de traduccidn rigurosas, es decir,
puramente sinticticas, que permiten obtener de manera
univoca por cada X una traduccidn x, podriamos considerar

8 Ciertos métodos de verificacion son de naturaleza semantica. El
método de Tabla de Verdad es uno de ellos, pero se vuelve insostenible
rapidamente, sabiendo que, por ejemplo, para un enunciado que contenga
ocho enunciados atémicos comporta 28 = 256 lineas. Otros métodos
semanticos, como el método de formas naturales, el de resolucion de
formas de enunciado y el método de arboles de consistencia ayudan a
resolver esta problematica. Ademads, existen los métodos sintacticos,
axiomadticos, que pueden apoyar a los métodos semanticos; por ejemplo,
la congruencia de la nocidn sintictica de derivabilidad y la semantica
de verdad 16gica para el calculo de conectores.
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que la expresion X es verdadera-SM si x es una definicion
adecuada de la verdad-SM para el sistema S.

€e_9

Pero declarar “X” es verdad si “x” tiene sentido, cuando se
esta en medida de determinar si la condicion x se realiza; es
decir, cuando se puede establecer que x es verdad (o falsa).
La definicion de la verdad-SM parece asi apoyarse sobre
un conocimiento anterior de la verdad, en el sentido usual
del término, que esta verdad reposa sobre la experiencia,
por ejemplo, cuando decimos que una cierta formula de la
aritmética usual es verdad.

Entonces, una definicién de la verdad-SM, no presenta
solucion en la busqueda de un criterio ultimo de verdad.
Es evidente que una definicion semantica de la verdad no
pretende ser criterio de verdad: decir “il pleut es verdad si
llueve”, no permite saber si llueve de verdad, que seria el
caso de la semdntica formal; es decir, que es un problema
que estd fuera de su dominio. Por el contrario, es decir,
cuando se esta en el dominio de una teoria intuitiva, for-
malmente construida y por la cual lo verdadero, en sentido
usual de la palabra, estd bien definido (caso de la aritmética
elemental, por ejemplo), es totalmente eficaz.

Sabemos que la concepcién intuitiva de lo verdadero pue-
de conducir a antinomias, como en la antinomia del mentiroso
(véase cap. 1: “Génesis de los lenguajes formales™); asi que
es necesario, a partir de la nocién usual de lo verdadero,
presentar un tipo particular que no conlleve antinomias. Sin
duda, se podra objetar que si el dominio de la seméntica se
reduce a sistemas que formalizan las teorias matematicas su
uso es restringido. Al situarse en la perspectiva de la l6gica
matematica, la cual no pretende dar una imagen fiel del pen-
samiento légico, en su totalidad, pero solo del pensamiento
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l6gico tal como lo emplea el matemadtico, la definicion “X
es verdad si x”, no se formula en el lenguaje que constituye
el sistema § estudiado, pero es una frase del lenguaje usual
en el cual nosotros hablamos de S. Pertenece, por tanto, al
metalenguaje M(S) que, en el caso presente, es el espafiol.

Por tanto, se requiere una rigurosidad de la semdntica
que permita evitar las antinomias, como es una axiomati-
zacion’, realizando, por ejemplo, un inventario minucioso
de los recursos que debe presentar el metalenguaje, tanto en
posibilidades de designacién como en las de razonamiento.

Asi, por ejemplo, en la frase de definicion de la verdad-SM
de un enunciado “X” de S, intervienen: el nombre X de este
enunciado, su traduccidn x, larelacion l6gica “siy solo si” y
las exigencias a las cuales debera satisfacer el metalenguaje.
Estas tltimas son de tres clases:

1. Permitir hablar de las expresiones de S; es decir, de-
signarles por medio de nombres y enunciar sus propiedades
sintdcticas bajo la forma de relaciones entre nombres de
“objetos” formales.

Por ejemplo: “A, es una tesis™; “A; se obtiene a partir de
A , por sustitucion de la formula Ag de la variable xp”, etc.
Ella contiene lo que se llama una descripcidn sintéctica de
la estructura de S (elementos llamados structural-descrip-
tions por TArski —1931—).

2. Permitir la traduccién de cada expresion de S. Mientras
que el metalenguaje es el lenguaje de comunicacion usual,
estas traducciones no son otra cosa que las expresiones de

o TarskI (1931) va a decirnos, al contrario, que la axiomatica no es
la panacea universal, pero realiza la formalizacién casi completa de la
semdntica.
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la teoria intuitiva formalizada por S. Si el metalenguaje se
axiomatiza, es necesario escoger un metalenguaje en el cual
figuren las expresiones aptas para servir de traduccion a las
expresiones S.

3. Ser lo bastante amplio para que se pueda expresar y
demostrar la existencia de relaciones de Sy las traduccio-
nes de estas tltimas: es necesario disponer, no solo de una
l6gica en el sentido estricto de la palabra, sino también de
una matemadtica; segun el caso, por ejemplo, algunas veces
un fragmento de la teoria de conjuntos es suficiente y en
otros casos, es una teoria de conjuntos “fuerte” que se debe
utilizar. Se verd que de la misma manera que en sintaxis,
la fuerza de la matemética empleada tiene una importancia
considerable.

Por ejemplo, el metalenguaje M puede pertenecer a una
l6gica andloga al de los Principia mathematica de WHITE-
HEAD y RUSSELL: ella estd basada sobre una teoria de tipos y
contiene, ademads, los cédlculos elementales de las propo-
siciones y de predicados de primer orden, una parte del
célculo general de clases y célculo de relaciones. En este
metalenguaje, larelacion de inclusion “c” traduce larelacion
de inclusioén “I” que figura en el alfabeto de S, de manera
que una expresion de § como [ (x,, x,) se traduce por E|
c E,, donde E |y E, estan en el metalenguaje M(S) de las
variables de clases.

Con estos requerimientos, se puede dar una definicion de
verdad-SM, pero la dificultad viene en el sentido que esta
definicion debe aplicarse a una infinidad de expresiones;
en consecuencia, no es posible dirigir una lista exhaustiva
de las expresiones y de las condiciones de verdad de cada
una. Sin embargo, si se cuenta con las reglas generales que
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permiten determinar la verdad de una expresion cualquiera,
se puede proceder por recurrencia, con las condiciones de
verdad de las expresiones mds simples y a partir de ellas,
se enunciarian las condiciones para las expresiones com-
puestas. Definir las condiciones de verdad no tiene sentido
para las expresiones cerradas (no contiene variables libres),
de manera que en aritmética intuitiva, la expresion “x < 13”
no es ni verdadera ni falsa (mientras que “12 < 13” es ver-
dadera” cualquiera que sea x); seria, entonces, vano buscar
una definicion permitiendo fijar una vez por todas la verdad
o la falsedad de P? (x,, x,). De ahi, la necesidad de definir
otra exigencia de la semdntica:

4. Establecer si una expresion posee la verdad o falsedad.
Tarski (1931) define, para una expresion, la posibilidad de
ser satisfecha y agrega la definicion de verdad: sera lla-
mado verdad todo enunciado susceptible de ser satisfecho
en todos los casos posibles. La definicion de satisfaccion
depende de la estructura del sistema que se estudia, de las
expresiones y de la riqueza del metalenguaje en el cual se
enuncia la definicién. Las investigaciones de TArski en su
memoria sobre la verdad, estan subordinadas a una teoria
de categorias semdnticas que permite clasificar los diversos
sistemas por complejidad creciente; en este marco se quiere
definir la verdad para los sistemas de mds en mas ricos. Se
puede enunciar, en el metalenguaje adoptado, las condiciones
recurrentes: variables formales aplicadas, por ejemplo, sobre
clases de la teoria intuitiva formulada en el metalenguaje;
los predicados formales a dos variables aplicados sobre las
relaciones binarias entre clases, mientras que los axiomas
16gicos en el sentido estricto reciben su interpretacion habi-
tual.
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De suerte, que decir que una férmula del sistema formal
puede ser satisfecha por una n-uple de clases intuitivas,
quiere decir, afirmar que es realizable en el sentido que se
haya definido.

Anotaciones. Para responder a la pregunta: ;qué es in-
terpretar un sistema formal?, hemos tenido que plantear una
sintaxis formal, 1o suficientemente axiomatizada y rigurosa
que facilite la tarea de la interpretacion. Esta sintaxis posi-
bilita el planteamiento de las nociones generales y los méto-
dos requeridos por las propiedades inherentes a la semantica
y al desarrollo de la interpretaciéon que le compete, dando
la base a una semdntica formal. Son entonces, las pregun-
tas propias de la semdntica (tautologias - tesis - verdad)
que facilitan la definicién de métodos que responden a esa
problemitica.

Se posibilita asi, la correspondencia de la estructura for-
mal abstracta del sistema formal a la estructura de la teoria
intuitiva en cuestion, teniendo como resultado la interpre-
tacion del sistema formal en la teoria intuitiva, es decir, la
semantica del sistema formal.



CariTuLO V

LENGUAJES DE COMPUTACION
Y LENGUAIJES FORMALES

1. INTRODUCCION

La l6gica formalizada o 16gica matematica tiene dos sa-
lidas importantes: la teoria de modelos y el desarrollo de la
informadtica y esta como dominio privilegiado de la aplica-
cion de la légica, liberdndose asi del reduccionismo impli-
cito del formalismo. Igualmente, luego de los teoremas de
incompletitud de GOpEL', se realiza un paso entre lo formal
alo mecanizable o calculable, por intermedio de “c6digos”.
Igualmente se develan a priori(s) que no habian sido tomados
en cuenta en la realizacién de la axiomética o procedimien-
tos de calculo. Asi, el planteamiento de la mecanizacion,

! GOpEL ha probado primero un teorema de completitud y luego de
incompletitud. Por completitud, se entiende la adecuacién entre una
interpretacién y un sistema formal. En cuanto a la incompletitud, por
ejemplo, se tiene el teorema 1 que concierne la relacién entre un sistema
formal de aritmética, T, y la interpretacion de esta aritmética en los enteros
naturales; corresponderia a decir que el sistema formal T no demuestra
todo aquello que puede legitimamente interpretarse como verdadero, hay
una incompletitud. Pero se puede presentar el problema segtin las reglas
requeridas de la l6gica pura con respecto a todas las interpretaciones
(modelos) posibles y, en ese caso, hay completitud. Contribucién muy
memorable de GODEL a la Légica.
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por medio de un computador: una méaquina “fisica” propia
para hacer deducciones, porque razona de manera formal,
presenta igualmente la nocién de una maquina dindmica,
susceptible de cambiar de punto de vista; por ejemplo, si se
trabaja sobre un dato tal como “el vuelo 180 para Paris sale
a las 13:30”, quiere decir que ese dato desaparecerd de la
memoria del computador a las 13:30.

Vemos, entonces, que al lado de las verdades universales
de las matemadticas y de la 16gica, se encuentran verdades
transitorias, no reutilizables.

La l6gica matemadtica, en principio, ha sido pensada en
relacion exclusiva a las matemadticas y privada de una rela-
cién, igualmente importante, con el mundo fisico. Asi que
en un mundo de fendmenos, los principios l6gicos no tocan
la verdad universal, sino los hechos; por ejemplo, “el vuelo
con ndmero 180 que es un hecho de la realidad. En este
sentido, se considera el cambio de ciertos principios 16gicos
instaurados desde siempre; asi, por ejemplo, con $ 10.000
se puede comprar un paquete de caramelos, pero con los
mismos $ 10.000 se puede comprar un paquete de chocola-
tes, pero no los dos. De manera que el principioA - A & A
de la l6gica clésica, es dindmicamente falso cuando se toca
el mundo fisico y, por tanto, a las aplicaciones de la infor-
madtica: realizar A no es lo mismo que realizar “A y realizar
A”. Asi mismo, si en légica y en matemadticas se utilizan
conjuntos de valores, que en su mayoria son numéricos o
algebraicos, en informatica el conjunto de valores no es
necesariamente numérico’.

2 Un computador solamente va a manipular “0y 17 (valores numéri-
cos), pero se llega a estos por via de traducciones de valores totalmente
diferentes a los numéricos.
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Por otro lado, el aspecto fisico de la maquina va a presentar
ciertos requerimientos como la necesidad de “estructuras
de informacion” (listas, pilas, tablas, vectores, arboles,...)
para la organizacién de la informacion en las memorias de
la mdquina y el conjunto de valores finitos, registrados en
los soportes fisicos propios de la maquina. Asi mismo, es
necesario distinguir la manera de acceder a esas estructuras
(secuenciales o directas), caracteristicas estas, solamente re-
lativas a la parte fisica de la maquina, pero que es necesario
considerarlas en el procedimiento o algoritmo.

Uno de los resultados de esta formalizacién conforme a
la parte 16gica y fisica de una maquina son los “lenguajes
de computacién” que se emplean tanto para la definicién y
estructuracion de los esquemas de aplicacidn (algoritmos),
como en la codificacién de estos (programacion) o en la
ejecucion del programa como tal (compiladores, interpre-
tadores, ensambladores o de mdquina). La informacion
que recibe un computador debe darse en forma exacta,
por cadenas de simbolos, sin ninguna ambigiiedad y sin
dejar nada a la imaginacién. La construccion de cadenas
de simbolos utilizadas con este fin debe someterse a reglas
sintdcticas estrictas, del género de aquellas solicitadas por
HmeerT (2002) en su teoria de la demostracion. Asi mismo,
es la efectividad de procedimientos calculables requerida en
una axiomatica, que posibilita el desarrollo de los lenguajes
de computacion.

2. PROCEDIMIENTOS EFECTIVAMENTE CALCULABLES

El pasaje de lo formal (I6gica) a lo mecanizable o cal-
culable (computador) tiene como base la efectividad o pro-
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cedimiento efectivamente calculable. Este procedimiento
“mecdanico” llamado algoritmo o programa, ha sido formali-
zado siguiendo un método de lenguaje formalizado pasando
de una nocién informal a un concepto matematico (STERN,
1990, pags. 81-83).

A) Propiedades de los procedimientos efectivamente
calculables

Estos procedimientos requieren, como en logica, de tres
propiedades sintesis: la decidibilidad, completitud y con-
sistencia.

a) Decidibilidad. 1.a decidibilidad, tanto en 16gica como
en informética, se define por la bisqueda de un procedimien-
to efectivo que determine con anterioridad un resultado o la
“parada” del procedimiento. Con base en esta condicion,
se requiere la estructuracion y formalizacién completa de
cada uno de los elementos del procedimiento, tales como el
lenguaje, sus reglas de formacion y transformacion, los codi-
gos de lainformacién dada, las funciones para la realizacion
de calculos y la definicién de estructuras de informacién
que presentan las configuraciones de las expresiones y, en
general, del procedimiento mismo.

La propiedad de decidibilidad permite resolver los pro-
blemas de tipo “si 0 no”. Por ejemplo, en el contexto de una
gramdtica algebraica (Z, A, P, z,), nos podemos preguntar
;si el lenguaje engendrado L (z,) es vacio? Las respuestas
a esta pregunta admiten un “si o un no”. ;Por tanto, la de-
cidibilidad admite un solo tipo de problema que es de la
forma: x € A?
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b) Completitud y consistencia en informdtica. La utili-
zacion de tablas de verdad, en l6gica, permite sistemética-
mente verificar que una expresiéon F o un conjunto finito
de expresiones X, son contradictorias. El inconveniente de
este método es su costo: la tabla comporta 2" entradas, en
la cual n representa el nimero de variables que tienen una
ocurrenciaen Fo Z. Este método no se ajusta completamente
a las practicas deductivas en informatica, donde de F o X se
deducen consecuencias sucesivas segun reglas conocidas,
hasta obtener una expresion o enunciado contradictorio p A
—-p. En este dltimo caso, un sistema de reglas es suficiente
para probar la contradiccién de los conjuntos de férmulas
o enunciados que son contradictorios y el sistema en ese
caso es completo.

Asi, la propiedad de completitud, en los procedimientos
efectivamente calculables, estd representada por el conjun-
to de reglas que asegura la consistencia de ciertas formulas
o enunciados y sefala la contradiccion de otras formulas o
enunciados, que pertenecen al mismo sistema.

c) Ejemplos de procedimientos efectivamente calculables 'y
sus propiedades. Uno de estos procedimientos, que presenta
el conjunto de reglas requeridas, se denomina la regla de
resolucion, aplicado en informadtica a partir de ciertos objetos
informdticos como son los arboles.

d) La regla de resolucion®. Con el fin de establecer la
aplicabilidad del método de resolucién a enunciados com-

3 Podremos referirnos a KLEENE (1952), con el fin de familiarizarnos
con otros sistemas de pruebas; por ejemplo, el calculo de secuencias de
GEeNTZEN. El método de resolucion se debe a J. A. RoBINsoN, “A machine
oriented logic based on the resolution principle”, J. ACM 12, 1, 23, 41
(1965), obra citada por JACQUES STERN, (1990, pags. 166y 311).
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puestos, nos vamos a referir a “clausulas™, por medio de las
cuales podemos definir una aplicacion sencilla, que asocia
a cada enunciado F un conjunto de cldusulas C (F) de lon-
gitud < = 3, para llegar a F es contradictorio si y solo si C
(F)lo es. Se presenta C como un conjunto de cldusulas y se
llama “prueba por resolucién” a partir de C, una cadena de
cldusulas tal, que toda cldusula de la cadena sea un elemen-
to de C o sea obtenido como una resolucién de dos cldusulas
de la cadena. El ultimo elemento de la cadena es el objetivo
o conclusion de la prueba. Si este objetivo es la clausula
vacia, la prueba se llama “refutacién de C.

Por consiguiente, toda cldusula que aparece en una prue-
ba por resolucién a partir de C es una consecuencia de C,
mientras que un conjunto de las cldusulas a partir de C que
admite una refutacion es contradictorio. Asi, se determina
la consistencia del sistema y la unidad de las reglas que
admiten la prueba de resolucion y determina su completitud.

Ilustramos la prueba de resolucidn, a partir de un arbol
de resolucion (STerN, 1990, pag. 159).

4 “Cldusula” es toda disyuncién (relacién por “0”) de literales (la
palabra ‘literal’ designa una variable proposicional o la negacién de tal
variable). La longitud de una cldusula es el nimero de literales sobre
la cual se realiza la disyuncion.

5 JAcQUEs STERN (1990), anota que en el conjunto de las variables de
C an elementos, hay maximo 22"clausulas, lo que da un limite sobre el
nimero de etapas del algoritmo. Este limite es gigantesco y el método
es ineficaz, de manera que, por ejemplo, las cinco cldusulas iniciales
producen ocho resoluciones, en donde no hay ninguna vacia. Con el
fin de limitar la explosién combinatoria, se puede restringir el uso de
la regla de resolucién, como la formacidn de las resoluciones a partir
de parejas c1, c2, en donde ninguno contiene a la vez un literal u y su
opuesto no-u. Este método se llama “resolucion restringida”.
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e) Arboles de resolucion (véase cap. v, sec. 2, apdo. B:
“Estructuras de informacién”). Sea C un conjunto de cldu-
sulas. Un drbol R es llamado de resolucién a partir de C'y
dispone de las propiedades siguientes:

a) Las hojas de R son etiquetadas por los elementos de C;

b) Cualquier nodo no terminal comprende exactamente
dos sucesores y su etiqueta es una resolucion de los dos
sucesores.

Dado un tal arbol R, que puede aceptar una prueba por
resolucion a partir de C, cuyo objetivo es la etiqueta de la
raiz R: para esto es necesario organizar las etiquetas de R
respetando el nivel de los nodos, es decir, la altura del su-
barbol correspondiente.

Inversamente, a partir de una prueba de resolucion R de
C, sea: c,,..., ¢ , es posible construir, de manera recursiva,
un arbol de resolucion cuya raiz tiene como etiqueta ¢ , as:

*si ¢, pertenece a C, el arbol buscado se reduce a la raiz;

*sic, eslaresolucion de ¢,y Cs i <n,j<n,el arbol
buscado admite como subdrbol izquierdo correspondiente
a ¢,y como subdrbol derecho un drbol correspondiente a c.

Si la raiz de un drbol de resolucidn a partir de un conjun-
to de cldusulas C se etiqueta por la cldusula vacia, se dice
que este arbol rechaza C.

Anotaciones. La practica de la informética, en posesion
de soportes como los procedimientos efectivamente calcula-
bles, con sus propiedades caracteristicas, asegura una verda-
dera estructuracion tanto del calculo, como de la informacion
y del lenguaje, requeridos por un algoritmo o programa.

Por consiguiente, es importante presentar las estructuras de
informacién que dan la unificacién y configuran un algoritmo
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o programa, los diferentes tipos de objetos informéticos y el
lenguaje formalizado que expresa y relaciona los distintos
elementos de la estructura de informacién determinada, por
palabras o niimeros enteros sobre un alfabeto finito.

B) Estructuras de informacion

Las estructuras de informacion son el resultado del mé-
todo de construccién de los procedimientos o algoritmos, a
partir de esquemas elementales, como listas lineales, pilas,
tablas, drboles, procedimientos recursivos y que configuran
los objetos informdticos.

A manerade ilustracion, se presentan los casos de estructu-
ra de informacioén referentes a arboles, pilas, procedimientos
recursivos, asi:

a) Arboles. Se define un “4rbol” como un conjunto fi-
nito parcialmente ordenado y que posee las propiedades
siguientes:

* existe un elemento mas pequeio que todos los otros, lla-
mado “raiz del arbol”;

* los elementos inferiores de cualquier elemento forman
un conjunto totalmente ordenado;

¢ los elementos de un drbol son llamados “nodos” (cimas

69

o puntos). Los sucesores o hijos de un nodo “a” son los
€9

nodos “b” més grandes que “a”, tales que ninguna cima no
se encuentra entre los “a” y “b”;

* los nodos que no tienen sucesor se llaman terminales u
hojas del arbol. Los otros nodos se llaman internos;

¢ si se le da una relacion de orden a cada nodo con el
conjunto de sus sucesores, se obtiene un arbol ordenado;
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* el grado es el nimero maximo de sucesores de un nodo
del arbol, sera binario si cada elemento tiene maximo dos
sucesores.

La utilizacién de estos arboles puede formalizarse a partir
de términos aritméticos. Se consideran arboles etiguetados,
porque cada nodo tiene una etigueta, como elemento de un
alfabeto X.. Para un alfabeto dado, X tal que X = {x, y, z,
+,*%}, se define un término aritmético 7 con variables x, y,
z de un arbol ordenado y etiquetado, con las propiedades
siguientes:

* las hojas de T son etiquetadas por uno de los simbolos
X, y0Z;

* los otros nodos de T (si existe) son etiquetados por uno
de los simbolos + o * y tienen cada uno, dos sucesores.

Asi mismo, es posible sustituir esta definiciéon por otra
que le es equivalente. Cada arbol T de variables x, y, z, se
llama término aritmético, cuando se tiene una de las pro-
piedades siguientes:

1) T se reduce a una hoja etiquetada x, y o z;

ii) la raiz de T se etiqueta por uno u otro de los simbolos
+ o *; la raiz tiene dos sucesores y cada uno de los subar-
boles de izquierda o derecha es un término aritmético de
las variables x, y, z.

En la (figura 1, pdg 116) se observa una representacion
gréfica de este arbol: cada nodo se representa por un circulo
con una etiqueta; el orden del arbol se lee de arriba hacia
abajo.

Esta definicion es recursiva, en el sentido que para verificar
que ella se aplica aun arbol 7, es indispensable aplicarla a dos
subdrboles (y asi sucesivamente). Con el fin de evitar que
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Figura 1. Término aritmético

alguna circularidad resulte, se puede introducir la altura del
arbol (como limite), que es el nimero maximo de elementos
de una parte totalmente ordenada (o rama). Se constata que
lacldusulai) trata los casos de los drboles de altura 1 y que la
cldusulaii) define el conjunto de los términos aritméticos de
altura < = n a partir de los de altura < n.

La estructura de drbol puede ser presentada por un es-
quema elemental (procedimiento), en lenguaje algoritmico,
donde la representacion del término aritmético (p) utiliza un
registro que comprende una ‘etiqueta’ y dos apuntadores de
los dos nodos sucesores (p1. derecha) (p1. izquierda):

Procedimiento Escribir (p: término)

Principio

si p <> entonces

Principio
si ((p1. etiqgueta=‘+) 0 (p1. etiqueta = ‘*"))
entonces escribir (‘(“);
escribir (p1. etiqueta);
escribir (p1. izquierda);
escribir (p1. derecha);
si ((p7. etiqueta = ‘+’ o (p1. etiqueta = *’))
entonces escribir ()).

fin

fin
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Si se le afectan valores numéricos a las variables x, y, z, se
pueden extender estos valores a todos los nodos del arbol y
obtener asi, anivel de laraiz, el valor del término aritmético.

b) Procedimientos recursivos. Estos procedimientos uti-
lizan la autorreferencia porque deducen el tratamiento de
un dato o de un conjunto de datos, del mismo tratamiento
aplicado a un dato mds pequeiio o a un conjunto de datos
menos numeroso hasta obtener un caso evidente. Este pro-
cedimiento es completamente diferente de un procedimiento
que se llama a “si mismo” de manera total, ciclicamente sin
“parada’; es entonces necesario un “nivel superior” u “moni-
tor” con el propésito de que el procedimiento pueda tener fin.

Se puede ilustrar la nocién de este esquema recursivo,
asi: calcular la suma de enteros de 1 a N, N =3. Una de las
formas para realizar la suma es el de adicionar a N la suma
de los enteros de 1 a N-1. Con el fin de calcular tal suma
agregamos N-1 a la suma de N-2, etc. La “parada” del pro-
cedimiento (forma adoptada para salir de la recursividad)
se representa por la condicidn, suma de enteros: N=1. Asi,
disponemos de la definicién llamada recursiva, porque se
utiliza ella misma: “La suma de los enteros de 1 a N (para
N>=1)esigual alsi N=1, sino adicionar a N la suma
de enteros N-1".

Este enunciado puede traducirse por el procedimiento
Suma, en lenguaje algoritmico, asi:

Procedimiento Suma: niimero entero (/N = niimero entero)

Principio

Si N < 2 Entonces Resultado 1 sino Resultado N +
Suma (N-1)

{si N>=2,1a funcién no podra llegar a su resultado
sino cuando ella calcule (N-1)}

Fin
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El funcionamiento del cdlculo de Suma (3) para N = 3
es el siguiente:
a) Principio de Suma (3)
el resultado serd 3 + Suma (N-1 =2)
llamado de Suma (2)
b) Principio de Suma (2)
el resultado serd 2 + Suma (N-1 =1)
llamado de Suma (1)
¢) Principio de Suma (1)
el resultado es 1
b) el resultado de suma (2)es2+ 1 =3
a) el resultado de Suma (3)es3+3=6

Al final del célculo de Suma (3), vemos que en el momento
de calcular suma (1), tres ejemplares del mismo procedi-
miento interactuaron. Los diferentes valores de la variable
de control de la “boucle” se generaron automaticamente por
lallamada a Suma (N-1) para cada valor de N. El desarrollo
del procedimiento Suma equivale, entonces, a reemplazar
esta variable de control (N) por N-1, lo que conduce a un
determinado resultado con el fin de evitar la recursividad
cuando N = 1, lo que permite no caer en laregresion al infinito
y llegar al fin del procedimiento y la “parada” del programa.

c¢) Pilas. Igualmente, se puede examinar un esquema re-
cursivo en los “autdmatas de pila”, utilizado particularmente
en los problemas relativos en la sintaxis del lenguaje®. Este
esquema utiliza términos precisos que representan los dife-
rentes “estados” del procedimiento:

¢ Los “autématas de pila” fueron introducidos hacia 1960 por el len-
guaje de programacion IPL, utilizado en inteligencia artificial.
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* “empilar”: suspender las operaciones de la tarea en
realizacion, sin olvidar su propia localizacidn, con el fin de
abordar una nueva tarea. Generalmente, esta nueva tarea
se considera de nivel inferior, con respecto a la precedente.

* “depilar”: el inverso del anterior, es decir, abandonar las
operaciones situadas a un nivel dado con el fin de retomar
las operaciones a un nivel superior, en el punto en el cual
se habian interrumpido.

Una pila es, por tanto, una tabla que indica (1) donde se
estaba en el desarrollo de las tareas interrumpidas (direccion
para el retorno) y (2) los elementos para conocer los puntos
de interrupcion (valores dados a las variables). De esta
manera, al retomar la ejecucion de una tarea, la pila indica
la direccidn a la cual nos debemos dirigir.

Asi, las funciones de “empilar” y “depilar” que se rea-
lizan recursivamente, tienen una salida de la recursién
correspondiente al final de la pila’. Estos procedimientos
son igualmente utilizados en el tratamiento de lenguajes
naturales u ordinarios.

Se puede notar que la recursividad es un principio, en don-
de un mismo “fenémeno” se produce en diferentes niveles,
pero los “hechos” encontrados en los diferentes niveles no
son idénticos. Asi, el procedimiento recursivo se basa en la
seleccion de procesos semejantes que permiten dividir una
tarea dada en subtareas.

En el ejemplo del procedimiento “Suma”, se indicaba la
existencia de una “boucle” que ordena ejecutar un conjunto

"Los términos “pila”, “empilar”, “depilar” se inspiraron en los platos
empilados de las grandes cocinas, donde generalmente, debajo de la pila
tiene un resorte que sirve para mantener el plato superior y tiene una
altura mds o menos constante.
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determinado de operaciones, para luego volver al punto de
partida y “reejecutar” las operaciones y asi consecutiva-
mente hasta que la condicién dada se realice por completo.
Aqui, el cuerpo de la “boucle” o el conjunto de instrucciones
que se repiten no estd fijado completamente. Para que el
procedimiento llegue a su fin, las instrucciones de la “bou-
cle” sufren ciertas variaciones previstas (en el ejemplo, el
nimero de iteraciones va a depender de la variable N). En
conclusion, la “boucle” es semejante pero no idéntica a las
otras dentro del mismo procedimiento. Una “boucle fija” no
permitiria cambios o la dinamizacion del procedimiento vy,
por consecuencia, no podria llegar a un resultado.

Por esa razén, la utilizacién de las “boucles”, en el pro-
cedimiento, se puede resumir en una cadena de operaciones
semejantes ejecutadas de forma iterativa y cuyo procedi-
miento “tiene un fin” cuando las condiciones especificas se
realizan. Dos casos se presentan: a) el nimero maximo de
iteraciones se conoce con anterioridad, “boucle limitada”;
b) el programa se ejecuta y el procedimiento para, “boucle
libre”.

Anotaciones. En los esquemas de las estructuras de in-
formacion presentadas, se pueden definir varios elementos
caracteristicos:

* Acciones que definen la composicion del esquema o
algoritmo. Estas acciones son definidas segun:

— una secuencia, que es finita (en los ejemplos se cierra
la secuencia con el simbolo “;”);

— la secuencia estd realizada segun una condicion (si
condicion entonces secuencia de acciones fin-si);

—1la secuencia puede ser iterativa, donde la accidn se
repite, pero por formalizacién se escribe una sola vez y pue-
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de tomar el nombre de “boucle”, y si es un procedimiento
completo, es una “rutina”, “bloque”...; en los ejemplos de
esquema, tenemos: “Suma”.

* Valores, son de varios tipos:

— “simples”’, como los numéricos (1, 7,-5,...); caracteres
lexicogréficos (a, b, c,...); booleanos (0, 1);

— “estructurados”, son valores compuestos, en donde en
un conjunto finito de valores, cada elemento es accesible
por un identificador. En el esquema del arbol, el identifica-
dor “etiqueta” puede ser “+7 0 “*”.

* Operadores, sobre el conjunto de valores, pueden ser 16-
gicos o numéricos, que son los mismos utilizados en l6gica
y matematica.

* Las expresiones del lenguaje que definen y representan
los elementos del esquema expuestos.

Se sefala, ademds, la importancia del lenguaje en general
para la descripcion de estos esquemas, que serdn traducidos
o interpretados en los diferentes lenguajes de programacion,
interpretadores, compiladores, ensambladores y de maquina.
Es decir, que el esquema, el algoritmo o el programa solo
pueden ser realizados por la maquina si pasan por las ex-
presiones de un lenguaje formalizado particularmente para
las aplicaciones de la computacion.

3. EL LENGUAJE COMPUTACIONAL

De acuerdo con los requisitos de un procedimiento efecti-
vo calculable, para su aplicacién es necesario “vehicular la
informacion” (cdlculos y datos) por medio de la descripcion
y representacion de expresiones precisas y rigurosas, que
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como en los lenguajes formales, ningin lenguaje ordinario
podriarealizarlas®. Unlenguaje de computacion es, entonces,
un lenguaje formal, artificial, que asegura la representacion,
simbolizacion y normalizacion de las expresiones de calcu-
lo, propias de un computador y que son controladas por me-
dio de reglas explicitas.

En estos lenguajes computacionales, una expresion se
representa por un codigo alfanumérico. Representar una
entidad, en estos codigos, tiene como fin realizar operaciones,
que seria muy dificil efectuar sobre la expresion misma; se
trata de facilitar el proceso de operacién o manipulacion de
las expresiones, dejando de lado algunas propiedades de la
expresion representada. De esta manera, es posible realizar
operaciones sobre las entidades representadas, operaciones
que hubieran sido irrealizables sobre la entidad misma.

Igualmente, estos codigos representan las expresiones o
informacién que se refieren tanto al mundo fisico o de los
hechos (datos), como a las aplicaciones de cdlculo, lo que
indica una correspondencia estrecha entre el lenguaje y la
realidad, asi que este tipo de lenguajes es relacional.

8 DANIEL LAURIER, (1993, pags. 8-9), anota que se presentan dos
actitudes en el momento de relacionar el lenguaje y el conocimiento:
los de actitud negativa, el lenguaje es un medio adecuado de expresion,
y los de actitud positiva consideran el lenguaje no adecuado para esta
relacion. Estostltimos consideran que el lenguaje es una fuente de error
(los misticos, Lao-Tsg, PLoTIN, BERGSON); los reformadores (LEIBNIZ,
FRrREGE) que proponen la construccidn de lenguajes artificiales con reglas
explicitas, y los terapeutas (WITTGENSTEIN), cuyos problemas resultan
de un mal funcionamiento del lenguaje. Estos dos tltimos proponen
construir lenguajes artificiales controlados por reglas explicitas que
previenen los errores del lenguaje.
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Sin embargo, a nivel general, esta informacion para que
sea utilizable por un computador, debe constituir un con-
junto finito de nimeros binarios, que representan dos tipos
de informacion: la informacion “dada” (correspondiente al
“hecho real”) y la informacién programa (correspondiente
a las instrucciones del algoritmo o programa). Estas dos
informaciones deben ser colocadas en la memoria central del
computador y codificadas segin tipo de informacién. Asi,
por ejemplo, para el cédlculo de un polinomio P(x) para un
valor dado de la variable x, se dispone de estas dos clases
de informacion:

* “Informacién dada”, que comprende los coeficientes y
el grado del polinomio, lo mismo que el valor de la variable,
generalmente bajo la forma de nimeros decimales.

* “Informacion programa”, que comprende el esquema
o estructura de informacién y el algoritmo o programa re-
sultante.

El concepto de lenguaje computacional implica una reali-
dad (informacién de hechos o demostraciones) representada
y transformada por una maquina (informacién programa).

Asi, se pueden ver ciertas relaciones entre las maquinas,
el lenguaje y el mundo:

1. El lenguaje relacionado a las maquinas: cuya comuni-
cacion se realiza a través de las expresiones bien formadas,
convenientemente codificadas en un lenguaje de computa-
cién y la maquina misma. Este es el objeto de la sintaxis
del lenguaje.

2. Ellenguaje relacionado con el “mundo real”’: 1a comuni-
cacion se realiza a partir del conocimiento de las condiciones
y caracteristicas de larealidad de los hechos y las expresiones
del lenguaje. Este es el objeto de la semantica del lenguaje.
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La relacion lenguaje-méquinas, hace referencia al pro-
ceso realizado por un programador en la codificacién de
expresiones: primero en un lenguaje algoritmico y luego en
su traduccion a un lenguaje de programacion y a los otros
lenguajes compiladores, interpretadores, ensambladores y
de mdquina. Expresiones estructuradas en un procedimiento
efectivamente calculable o algoritmo.

La relacion lenguaje-mundo, hace referencia al proceso
tanto de percepcion y comprension de la realidad (hecho,
demostracion), como la de produccion de resultados, pre-
vistos en el algoritmo y que deben corresponder a las inter-
pretaciones necesarias de los hechos del mundo.

A) Estructuracion del lenguaje computacional

A partir de estos dos tipos de relaciones y tomando la base
de un lenguaje formal, se presenta la estructura de este len-
guaje como un sistema unificado por una gramadtica, a partir
de la cual se desarrollan los conceptos y funcionamiento de
sus dos elementos: la sintaxis y la semantica.

La gramdtica de un lenguaje de computacion permite des-
cribir en su totalidad, por medio de un ndmero restringido de
reglas (formacién y transformacién) y de principios genera-
les, las formaciones y relaciones sistemadticas y estructurales
de los diferentes simbolos y expresiones del lenguaje.

Lo cual nos sugiere que estas reglas permiten determinar
para el lenguaje:

* las cadenas de expresiones que son “‘expresiones co-
rrectas” del lenguaje;

* las cadenas de expresiones que son significantes de ese
lenguaje;
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* el significado de una expresion cualquiera de ese len-
guaje.

En consecuencia, lo mismo que para los lenguajes for-
males, se puede hablar de dos niveles de la gramatica: la
sintaxis y la semdntica. La sintaxis explicita las reglas que
permiten determinar las cadenas de palabras que constituyen
las expresiones correctas o expresiones bien formadas. La
semdntica explicita las reglas que permiten determinar, por
una parte, las cadenas de palabras que tienen un significado
y, por parte, el significado de cada frase o expresion del
lenguaje.

En este sentido, la gramadtica utilizada se genera a partir de
expresiones desarrolladas mediante simbolos o secuencias
de simbolos que obedecen a reglas de formacién estructural,
tanto para la sintaxis como para la semantica.

B) Reglas de los lenguajes computacionales

Los lenguajes computacionales son lenguajes regulados,
es decir, controlados por un sistema de reglas; de manera
que la utilizacién de un simbolo sea determinado por ciertas
reglas de formacion y de transformacion. Las caracteristicas
de estas reglas son las siguientes:

* constitutivas: estdn enfocadas para fines exclusivos y
practicos en la descripcion de un algoritmo o programa;

* definidas: resumen la afirmacién precisa de una accién
en una palabra o expresion; por ejemplo, una instruccién
como “mientras que”, afirma una funcion iterativa en el
modelo algoritmico y no otra funcion;

° Lenguaje Algol W.
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* explicitas: toda regla debe ser precisa, clara y sin ambi-
giiedad, es decir, totalmente formalizada.

El lenguaje computacional se caracteriza por reglas cons-
titutivas, con relacion a las reglas normativas, intrinseca-
mente ligadas a las acciones o comportamientos que ellas
regulan, portan sobre una actividad preexistente de manera
que se pueda describir su comportamiento fuera de la existen-
ciade estaregla; a la inversa, una regla constitutiva permite
describir la accién o comportamiento que ella controla. En
este caso, se tienen las expresiones o simbolos, por un lado,
y las reglas, por el otro, y la accién se realiza tinicamente a
partir de las reglas. Es asi como la existencia de un lenguaje
computacional presupone siempre una “explicacion” sobre
este lenguaje y la forma de construccién de las expresiones
a partir de reglas.

Esta concepcion, asi como en los lenguajes 16gicos, nos
lleva a la nocién de “metalenguaje”, en el cual es indispen-
sable que se definan los simbolos, las reglas de formacion,
de transformacion de las expresiones y las reglas semanticas
que regulan el lenguaje computacional. Pero el hecho de
presuponer otro lenguaje para describir otro lenguaje, pre-
senta un problema de regresion al infinito o circularidad, se
llama a otro lenguaje M para explicar, pero luego se llama
a otro lenguaje para explicar M(L), y asi consecutivamente.
De manera especifica para los lenguajes computacionales,
las graméticas realizarian las funciones del “metalengua-
je”, las cuales describen y definen las diferentes reglas y
los procedimientos que aseguran su efectividad, a partir del
lenguaje mismo.

Igualmente, para asegurar estas funciones, las reglas
deben ser rigurosamente definidas, explicitas, definidas
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por la gramatica y efectivas por medio de procedimientos
correspondientes, sin tener que recurrir a otro lenguaje para
explicarlas, dando solucion a los problemas de circularidad.

La estructuracion de estos lenguajes en un conjunto de
simbolos, por un lado, y en un conjunto de reglas, por el
otro, es su base tedrica esencial, porque el conjunto de sim-
bolos puede ser el objeto de estudios 16gico-matemaéticos,
independiente de cualquier contenido.

4. SINTAXIS DE LOS LENGUAJES COMPUTACIONALES

La caracteristica de comunicacion de un lenguaje com-
putacional estd asegurada por la base de una sintaxis que
permite la formacion de “expresiones bien formadas™ o co-
rrectas, fuera de toda referencia a una interpretacion. Es
necesario estructurar los simbolos del lenguaje y definir las
reglas correspondientes.

Asi mismo, la sintaxis permite la clasificacion de las
expresiones del lenguaje en términos primitivos (simples)
y derivados (compuestos), que pueden tomar el nombre de
categorias 'y, por lo cual, la gramdtica de estos lenguajes se
define como categorial'?; asi que a partir de la combinacién
regulada de los términos primitivos se producen los deri-
vados.

La sintaxis del lenguaje computacional tiene como soporte
un alfabeto que es el conjunto finito de simbolos de base
bien definidos; se compone de letras, nimeros, operadores,
signos de puntuacion,... Sobre estos simbolos y con la ayuda

10 Las gramaticas de los lenguajes naturales u ordinarios utilizan las
categorias gramaticales: nombres comunes, verbos, adjetivos, preposi-
ciones, etc.
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de reglas sintacticas se construyen las expresiones que, a su
vez, constituyen los algoritmos o programas en el lenguaje
de computacion. Los simbolos de este alfabeto estructurado
corresponden a las dos clases de informacion anotadas: los
datos o informacién de un hecho real o demostracion y las
expresiones correspondientes al lenguaje mismo.

A) Estructuracion de la sintaxis

Para ilustrar esta estructuracion, se toma como base un
lenguaje de programacion, de facil descripcion, el Algol W.
Lenguaje compuesto de unidades de base, llamadas “pala-
bras reservadas”, cuyo conjunto integra lo que llamamos
“alfabeto”. La sintaxis cuenta con un conjunto de reglas de
formacion, transformacién y funcionamiento de las expre-
siones bien formadas.

La descripcion de las reglas y definiciones de la sintaxis
utiliza una simbolizacion rigurosa y formalismo bastante
generalizado; asi, por ejemplo, signos como < > (designa el
término que se va a definir), ::= (designa la identificacion),
/ (separa las diferentes posibilidades de definiciones del
término).

Asi mismo, para relacionar los términos singulares, per-
tenecientes a categorias compuestas, se designa el sistema
de reglas sintacticas, por ejemplo:

<instruccion ir-a> ::= ir-a <identificador de etiqueta>

Aqui se dispone de dos términos relacionados: “ir-a” e
“identificador de etiqueta” que en su conjunto y en el orden
propuesto determinan la regla de utilizacién y la definicién
de lainstruccion presentada. Es decir, que la instruccion “ir-
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a”, se presenta sintdcticamente con el nombre-accion “ir-a”,
seguido de un nimero de etiqueta que designa la direccién
de memoria donde estd almacenado un dato.

Para definir una lista de elementos de la misma naturaleza,
los elementos se designan por <elemento>;la manera de ex-
presar formalmente esta definicion sintactica es la siguiente:

<lista de elementos> ::= <elemento> [ <lista de elementos>, <elemento>
Donde la barra separa las diferentes posibilidades de
definicion para la nocién que se quiere definir.

La aplicacion de estaregla, requiere de una segunda regla
que define los diferentes elementos posibles. Muestra, a la
vez, codmo construir una lista y cémo reconocer si se tiene
una lista sintdcticamente correcta:

<elemento> ::= A/IB/C

De acuerdo con esta regla, se definen como listas co-
rrectas:.

A

A, B

AAA

C,B,B,A

Los caracteres tipograficos < > ::=/ no forman parte del
lenguaje, pero hacen posible su descripcion formal.

B) Descripcion de la sintaxis

Teniendo como base las definiciones expuestas, se presen-
tan los simbolos de la sintaxis, su estructuracion, las reglas
de formacion y las instrucciones.
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* Alfabeto: simbolos de base
<simbolo de base> ::= A/B/C/D/E/F/G/H/...
0/1/2/3/41...
verdadero/falso/nulo/...
cadena/bits/l6gica/entero/...
=/-/...
empiezo/fin/si/entonces/sino/ira/. ..
* Identificadores
<letra> ::= A/B/...IZ
<cifra> ::= 0/1/2/3/4/5...19
<identificador> ::= <letra> / <identificador> <letra> /
<identificador> <cifra>
* Tipos de objetos manipulables
— Numeros

<nimero complejo> ::= <ndimero real>/ <ndmero
entero>

<nudmero real> ::= <nimero decimal> / <nimero en-
tero> <factor>

<numero decimal> ::= <nimero entero>. <nimero
entero> /. <nuimero entero> / <ndmero entero>

<numero entero> ::= <cifra>/ <nimero entero> <cifra>
<signo> ::= +/-

— Valores logicos
<valor l6gico> ::= verdadero/falso

— Valores binarios

<valor binario> ::= # <cifra hexadecimal> / <valor
binario> <cifra hexadecimal>

<cifra hexadecimal> ::= 0/1/2/3/.../A/B/C/...
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— Declaraciones

<declaracion> ::= <declaracion variable simple>/ <de-
claracién de tabla> / <declaracion de procedimiento>
— Expresiones
<expresion> ::= <expresion simple> / <expresion
condicional> / <expresion de seleccion>
— Variables

<variable de tipo T> ::= <variable de tipo T> (T repre-
senta un tipo cualquiera de variable)

— Instrucciones

<instruccidon> ::= <instruccién simple> / <instruccion
iterativa> / <instruccidn de seleccion> / <instruccion
condicional>

Anotaciones. Los lenguajes computacionales son len-
guajes formales, entre los cuales se presentan similitudes y
diferencias, con respecto a los simbolos. Mds precisamen-
te, los lenguajes formales de primer orden se identifican a
los lenguajes computacionales, segin las variables cuyos
valores podrian ser asignados, teniendo la capacidad de ser
predicados o funciones. Igualmente, las operaciones de
base realizadas para la asignacion de valores a las variables
son similares, en los dos tipos de lenguajes. Sin embargo,
las diferencias residen, en el caso de los lenguajes compu-
tacionales, porque estos tienen la necesidad de organizar
las expresiones del lenguaje dentro de una estructura de
informacién como son las rutinas, subrutinas, bloques,...

a) Estas estructuras son entidades complejas, pero con-
cebidas de forma esquematica, de talla reducida, en parti-
cular para resolver un problema, suficientemente probadas
y en lo posible reutilizables en otros programas. Tienden,
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entonces, a ser creadas con componentes jerarquicos, para
su pertinencia y facilidad. Este tipo de estructura no existe
en el lenguaje formal.

b) Los lenguajes computacionales utilizan variables de
diferentes tipos (enteros, reales, objetos,...) y, en conse-
cuencia, los valores que toman las variables son de tipos que
les corresponden igualmente; por el contrario, los lenguajes
formales no utilizan estas variables de tipos. La razén de
esta caracteristica es practica, porque muchos de los errores
de programas se detectan automaticamente, por medio de
pruebas segun tipos de entidades utilizadas; de esta manera,
los datos serédn estructurados y almacenados segtin ese tipo.

Estas caracteristicas propias de los lenguajes computacio-
nales, tanto la estructuracion por tipos como las “estructuras
reducidas”, producen “efectos secundarios” en el funciona-
miento de los programas como son la entrada y salida de
datos, lo que agrega complicaciones a las tareas ulteriores
de la sintaxis y seméntica de los lenguajes computacionales.

C) Aspectos formales de la sintaxis

La sintaxis de un lenguaje computacional, basada en una
sintaxis formal, ha seguido una evolucién en su formaliza-
cion, a partir de los lineamientos tedricos de Noam CHOMSKY,
que aporta la precision, concrecion, estructuracion y forma-
lizacion de la sintaxis de un lenguaje natural, incluyendo la
nocién de gramadtica. Asi, el resultado de CHOMSKY y MILLER
de 1959 (CHomsKY y MILLER, 1958, pags. 91-112), enuncia
que el lenguaje aceptado por un autémata se engendra por
una gramatica de tipo 3, segin la jerarquia de CHOMSKY.



LENGUAJES DE COMPUTACION Y LENGUAJES FORMALES 133

En 1957, el objetivo de CHoMSKY (1969) es construir una
teoria sobre las estructuras del lenguaje, mediante una gra-
matica cuyo nucleo es la sintaxis, por su nivel autonomo con
respecto a la semdntica. La gramadtica generativa permite
la capacidad constructiva del lenguaje: crea expresiones
nuevas a partir de expresiones existentes. Asi que por me-
dio de un modelo sistemdtico, riguroso y operativo de la
gramdtica sintdctica, se engendran y describen las cadenas
gramaticalmente correctas; su origen es CARNAP (1937), en
su libro Sintaxis logica del lenguaje''.

CHomsky define una gramatica formal, estructurada se-
gln categorias sinticticas; retoma de la 16gica los medios
de formalizar los métodos lingiiisticos y dispone de un mé-
todo mecdnico para determinar si una expresion es un enun-
ciado del lenguaje y si como este enunciado se articula en
constituyentes. Asi, si una expresion se representa por una
anotacion “quasi-aritmética” (se aplica también a las pala-
bras), es posible verificarla mecanicamente, con la aplicacién
de reglas de derivacion. Lo cual tiene una semejanza a los
algoritmos utilizados por los 16gicos para los lenguajes for-
males. Esta gramatica “categorial” es la primera formulacién
matemadtica rigurosa de una gramdtica y se presenta como
un conjunto organizado coherentemente, cuyas relaciones
con los autématas se ha formalizado.

' CArNAP plantea la “sustitucion parcial”. Si antes, los 16gicos
plantearon el problema de las categorias sintdcticas, no considerando
sino la sustitucion total de las palabras (es decir, en la totalidad de los
enunciados), desde CARNAP se dispone de teoremas sobre las categorias

sintdcticas del tipo: el reemplazo de una palabra “u” por una palabra “v”
enuna expresion bien formada, ;presupone una expresion bien formada?
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a) Gramdticas formales. CHoMSKY (1956) propuso, en
primera instancia, tres tipos de gramadticas formales, cons-
tituyendo los conceptos de gramdtica generativa:

1. Gramdtica a niimero finito de estados (proceso marko-
viano'?): engendrada para algunos tipos de estructuras sintac-
ticas, mas no para todas, pero deficiente para las estructuras
condicionales (si... entonces... si no...) o para operar jerar-
quizaciones que permitan estructurar funciones. Procedi-
miento a numero finito de estados, donde a cada transicion
de estado (realizado por reglas restrictivas) produce un cierto
simbolo.

2. Gramdtica sintagmdtica: las expresiones del lenguaje
se generan por intermedio de reglas formales en nimero
finito (de la misma manera que se estructura el andlisis
gramatical tradicional), lo mismo que un subconjunto de
constituyentes, ellos mismos constituidos de componentes
y asi sucesivamente, hasta llegar a constituyentes no ana-
lizables. Es una construccion jerarquizada de elementos
encajonados: sintagma nominal, sintagma verbal,..., en
los cuales los constituyentes se clasifican por categorias
(nominal, verbal,...).

Por ejemplo, un arbol, cuya sima (raiz) se presenta como
un “axioma’” (el simbolo F, como frase), un vocabulario co-
mun (las categorias gramaticales como grupo nominal: GN,
grupo verbal: GV; nombre: N; verbo: V..., llamado “vocabu-
lario auxiliar’); las unidades lexicales que son el “vocabulario
terminal” y el conjunto de reglas (Ilamadas “sintagmaticas”)

2 Markov se refiere a un “procedimiento de cédlculo que se aplica se-
gln una descripcion precisa sobre objetos dados, que se puede hacer
variar, segun el resultado buscado”.
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permiten engendrar las expresiones, y su descripcion. Al
introducir en la gramatica las reglas llamadas “recursivas”,
es posible generar un conjunto general de expresiones.

En el ejemplo, se puede presentar una gramatica muy
simple:

F(rase) — GN + GV

GN — articulo + N

GV -V +GN

V — lleva

N — sefior, perro

Articulo — el

Las reglas desarrollan o reescriben la parte izquierda de la
flecha, bajo la forma de lo que se encuentra a la derecha de
la flecha. El signo “+” significa que los dos constituyentes
son obligatorios, la coma (,) significa al contrario, que el
simbolo a la izquierda de la flecha puede reescribirse segin
seleccion por cualquiera de los elementos separados por la
coma (,).

La representacion en drbol seria:

(F)rase
Art N A" /GN\
el sefior lleva Art N
el perro

Figura 2. Gramdtica representada en drbol.
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CHoMSKY estructura las reglas, les da un orden y son en-
tonces aplicadas secuencialmente, volviendo a la primera,
cuando se aplica la dltima de la lista, simplifica, asi, la gramé-
tica sin perder la capacidad generativa. Por tanto, este mode-
lo de gramatica se presenta como un algoritmo y es el mo-
delo de gramaticas sintdcticas.

3. La gramética transformacional: las graméticas propues-
tas, engendran estructuras que pueden comprender unidades
lexicales y elementos del vocabulario auxiliar (verbo, nom-
bre,...), que producen luego una cantidad de expresiones
entre las cuales persiste bastante ambigiiedad. En este
sentido, es necesario establecer reglas de transformacién
que conviertan estas estructuras en nuevas estructuras
(“derivadas”) y que producen “cadenas terminales” o expre-
siones mds precisas. Asi, una gramdtica transformacional
permite seleccionar y estructurar ciertas ambigiiedades de
la gramdtica generativa.

Se tienen, por tanto, dos tipos de transformaciones:

a) las obligatorias, que deben necesariamente ser apli-
cadas, teniendo como resultado la frase-niicleo o primitiva
(afirmativa o activa);

b) las facultativas, que engendran las frases derivadas,
que no tienen las caracteristicas de frases-nicleo, como las
negativas, pasivas o interrogativas.

Estos tres tipos de gramdtica constituyen la primera
base de estructuracion de una gramadtica sintictica que va a
completarse con la jerarquia de gramdticas, propuesta por
CHoOMSKY, posteriormente.

b) Jerarquia de gramdticas sintdcticas. En el articulo de
1959 (CHowmsky, 1959), €l presenta una profundizacion del
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modelo de estados finitos, donde sus propiedades matemati-
cas se revelan adaptadas a los desarrollos en el campo de las
comunicaciones. Estos se han interesado en el cdlculo del
numero de frases de una longitud dada, lo mismo que a la
representacion de la generacion de un lenguaje por un arbol
o un grafo de un autémata finito, asegurando asi la equiva-
lencia de una gramadtica con un algoritmo y materialmente
a un dispositivo finito.

CHoMskYy define tres condiciones restrictivas que son apli-
cadas a la gramdtica desarrollada, que, a su vez, producen
cuatro tipos diferentes de gramaticas a las tres presentadas.
Son las graméticas de tipo 1, 2, 3 y 0, respectivamente, si la
gramadtica satisface las condiciones 1, 2 y 3. La gramética
de tipo 0 no tiene ninguna condicion.

En general, las restricciones no son independientes, asi
las gramaticas de los tipos i > = 1 son un caso particular
del tipo i — 13, es decir, que son de intensidad creciente;
con estas restricciones se fundan las relaciones entre estos
nuevos tipos de gramadticas y las maquinas (informética).

Las tres condiciones restrictivas son:

* Restriccion 1: las reglas autorizan solo la reescritura de
un simbolo a la vez, asi que el lenguaje de tipo 1 es decidible.
Cualquier derivacion de una frase del lenguaje son listas de
longitud inferior o igual a aquella de la frase;

* Restriccion 2: las reglas permiten la descripcion de la
estructura sintdctica de los lenguajes naturales y de la estruc-
tura de ciertos lenguajes formales, especialmente aquellos
de las médquinas;

e restriccion 3: se consideran solo los sistemas a estados
finitos. Se interpretan los simbolos no terminales, designan-

13 Por ejemplo: una gramética de tipo 2 comporta aquella de tipo 1.
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do tanto los estados y los simbolos terminales que aquellos
producidos durante las transiciones. Una gramadtica de tipo
3 equivale a un autémata de KLEENE, un lenguaje de tipo 3
equivale a los “eventos regulares”.

Se puede decir que las perspectivas tedricas de los niveles
0y 3, y de otra parte los niveles 1 y 2, presentan intereses
diferentes:

* el primer grupo (0 y 3) no responde a los modelos de
lenguajes naturales, sino a las maquinas de TURING, por un
lado, y a los autématas finitos y expresiones regulares (de
KLEENE), por otro;

* el segundo grupo (1 y 2), parte de las modelizaciones de
los lenguajes naturales y establece el elemento motor para
completar la teoria de automatas. Las gramdticas tipo 1 y
2 permiten la construccion de arboles generativos, es decir,
asociar términos sintagmadticos a las derivaciones; ellas
precisan la nocién de gramadtica sintagmadtica y formalizan
el andlisis tradicional y las gramadticas de constituyentes.

c) Gramdticas contextuales y fuera de contexto. A partir
de la gramatica sintagmatica, CHOMSKY plantea la concep-
cién de otros dos tipos de gramadticas: “fuera de contexto”
y “contextuales”.

a’) Gramdticas “fuera de contexto”. En la gramdtica de
tipo 2, se dispone de una capacidad generativa que queda
intacta a pesar de las restricciones impuestas para este tipo.
Se obtiene un resultado de normalizacién de la forma A —
a 0 A — BC, de manera que sea posible suponer que cada
sintagma posee maximo dos constituyentes, como producto
de los drboles generativos diddicos. Asi, se enuncia la con-
dicion bajo la cual una gramatica “fuera de contexto” lleva a
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una gramatica de tipo 3 (Ilamadas “regulares” o de KLEENE),
porque este tipo de gramadticas se estructura en los sintagmas
cuyo miembro derecho de las reglas es uno solo (A — a).
ChomMmsky demuestra que la superioridad generativa de esta
gramadtica sobre las graméticas de tipo 3 (regulares), se debe
a la presencia de un elemento de “autoencajonamiento”, es
decir, un simbolo no terminal A.

Los importantes resultados de estas gramadticas se en-
cuentran en el desarrollo de los lenguajes formales y luego
en los lenguajes computacionales.

b’) Gramdticas “contextuales”. Estas son mas dificiles
de tratar que las de “fuera de contexto”, generan lenguajes
que forman una clase muy grande, porque su capacidad
generativa autoriza a diversos tipos de derivacion, lo que
hace imposible una descripcion estructural que satisfaga las
expresiones o frases.

Las gramaticas de tipo 1, no permiten engendrar sino
lenguajes recursivos; con el fin de reducir la vasta clase del
lenguaje contextual, es necesario una condicion de “buena
formacion” de la gramética que requiere un algoritmo para
determinar si una palabra dada aparece como parte de una de-
rivacion de una frase del lenguaje. Este algoritmo no existe,
lo que implica que una gramatica contextual es indecidible y,
en consecuencia, el modelo contextual es inaceptable como
gramdtica para un lenguaje informético o computacional.

d) Formalizacion de las gramdticas. A partir de las gra-
maticas fuera de contexto y de la jerarquia chomskyana, se
busca una formalizacién mds importante, con la investiga-
cién de procedimientos operativos, algoritmos o autématas
capaces de engendrar diferentes lenguajes.
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La formalizacion de los lenguajes “fuera de contexto”, se
realiza a partir de un procedimiento efectivamente calculable:
el automata a pila. Este se utiliza en diversos problemas
relativos a la sintaxis de lenguajes, en vista, entre otros, de
la traduccion automdtica. La idea de prediccion es la base
de este enfoque, llamado “andlisis predictivo”, en la cual
los morfemas que aparecen al descifrar una frase, permiten
realizar prospecciones sobre la funcion gramatical de aque-
llos que aparecen ulteriormente.

Alrededor del concepto cldsico de automata a pila se
desarrolla una nueva parte de la teoria de automatas, en la
cual se elaboran diversas variantes del modelo principal y
donde se comparan las posibilidades y propiedades. De
esta manera, se puede desarrollar el enfoque algebraico de
los problemas de la lingiiistica de CHOMSKY, cuyo interés se
manifestd, con mayor importancia, en programacién. Con
los autématas a pila, se llegé a unificar una pequeia parte
de la teoria de autbmatas o maquinas abstractas.

Hacia 1962, se dispone simultdneamente de una caracte-
rizacién en términos de tipos segun la jerarquia chomskyana
de gramaticas y en cuanto a autématas u otras estructura-
ciones importantes, las cuales consolidan la teorizacién de
una sintaxis formalizada, as{:

* las expresiones regulares de la gramatica de tipo 3;

* las gramdticas categoriales de la gramatica de tipo 2;

* las equivalencias variadas de la enumerabilidad recursiva
de la gramatica de tipo 0;

* los lenguajes recursivos de la gramatica de tipo 1 (para
los lenguajes contextuales), que son mal conocidos;

* los autdmatas a pila, de la gramatica de tipo 2 (para los
lenguajes “fuera de contexto”).
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Anotaciones. A pesar de las suposiciones de CHOMSKY y
MILLER de 1959, en las cuales el lenguaje aceptado por un
automata es engendrado por una gramadtica de tipo 3, este
tipo de gramdtica no parece llegar a resultados afirmativos
para las gramadticas y lenguajes computacionales. Por el
contrario, la gramadtica de tipo 2, mds cercana a los lenguajes
naturales, cred las posibilidades del desarrollo de gramadticas
y lenguajes de programacion a partir de las propiedades de
los lenguajes naturales. Asi mismo, si las gramaticas con-
textuales aportan las primeras bases con el fin de realizar
procedimientos operativos o autématas, ha sido necesario
profundizar las graméticas “fuera de contexto” para ampliar
las gramdticas computacionales.

Ademads, la solidez de una sintaxis de un lenguaje compu-
tacional se profundiza por medio de una fase experimental,
con la creacion de los computadores.

D) Via prdctica: produccion de lenguajes
de programacion

Desde los afios cincuenta del siglo xx, los investigadores
de la teoria informética formularon la necesidad de contar
con lenguajes mds accesibles a los usuarios: “lenguajes
intermediarios”.

El proyecto sobre “lenguajes intermediarios” exigia un
lenguaje més rico y de facil empleo; no podia ser una sim-
ple lista de elementos o direcciones, era necesario que se
combinaran los elementos en nuevas unidades de sentido,
esta combinacion se regula por la sintaxis. La traduccion
de las frases necesita un andlisis sintdctico que no se reduce
solo a la consulta de un diccionario, era necesario que estos
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lenguajes de programacion fueran independientes de las
maquinas y capaces de ser utilizados por una gran variedad
de méquinas: los lenguajes universales, definicion maés
extensa y universal de un lenguaje de programacion. Para
ello, se pusieron en funcionamiento procedimientos para la
manipulacién de simbolos antes de procedimientos para el
célculo ordinario, aproximdndose el enfoque lingiiistico y
el sintactico, asi:

* Los lenguajes universales se formalizan, provistos de
reglas sinticticas de formacion de configuraciones acepta-
bles de simbolos.

* Los procedimientos que manipulan los simbolos cons-
tituyen la nocién de compilacién, que en realidad es una
traduccion; es, por tanto, la teoria chomskyana de graméticas
y de automatas, que presenta las bases para esta traduccion.

Por consiguiente, la definicion de un lenguaje de pro-
gramacioén en términos de gramdticas fuera de contexto, le
da un uso mds seguro y neto de las caracteristicas formales
necesarias en los programas. El papel mas importante de
estas gramadticas junto con los automatas a pila, se desa-
rrolla en la segunda fase de la compilacidn, es el anélisis
sintactico (“parsing”)'¥, que consiste en asociar a la cadena

14 La primera fase de la compilacién es el andlisis lexical, que con-
siste en separar la cadena de caracteres en cadenas que pertenecen a
las categorias sintdcticas determinadas; esta tarea es similar al andlisis
gramatical de la gramdtica de cualquier lengua natural (Mosconi, JEAN,
1989, pag. 761). Por ejemplo, el andlisis lexical indica que una cadena
de caracteres puede ser considerada de la forma:

(<identificadorr>1 + <identificador>2)

Segtn las reglas de la sintaxis del Algol, un identificador se constituye
de una cadena finita de letras, seguida de una cadena finita de letras o
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de “palabras” resultado del analizador lexical, un indicador
sintagmadtico, revelando su estructura sintdctica o drbol
generativo; se muestra, por tanto, que si la construccion es
imposible, indica que las reglas de la sintaxis no han sido
contempladas, y, por consecuencia, la cadena propuesta se
deja de lado.

Asi, los especialistas de la programacion llegaron inde-
pendientemente a ideas vecinas de aquellas formuladas por
Cnomsky. Un lenguaje como el Algol, tiene una sintaxis
idéntica a una gramdtica fuera de contexto de CHOMSKY.
Las férmulas de definicidon son andlogas a las reglas de
reescritura fuera de contexto (los simbolos no terminales);
igualmente, la técnica de descripcion sintdctica permite
un estudio matemadtico de las propiedades de posibilidad
del lenguaje. De esta manera, el desarrollo ulterior de los
lenguajes de programacion basado en las gramaticas sintac-
ticas, desarrolla un lenguaje de maquina cercano al calculo
numérico (recursivo, binario) y un lenguaje de manipulacion
de simbolos.

5. SEMANTICA

Las expresiones codificadas y sintdcticamente estructu-
radas en una gramdtica formalizada de un lenguaje compu-
tacional, no tienen valor si ulteriormente no se benefician
de una interpretacion. Esta interpretacion se realiza bajo
la forma de un modelo (véase cap. 1v, sec. 2, apdo. D, lit.
b: “Método del modelo”), donde para una clase de las apli-

cifras. Para las unidades lexicales, de la mayoria de los lenguajes de
programacioén se pueden expresar por una expresion regular, asi:

(<letra> <letra v cifra>)
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caciones dada, existe una aproximacion que conviene para
todas las operaciones; y es sobre esta aproximacion tnica
que se expresan todas las aplicaciones o “conocimientos”
del sistema, lo que significa que las representaciones que se
enuncian se interpretan sobre este modelo dado.

La construccion semdntica del lenguaje computacional, a
partir del modelo, tiene como objeto desarrollar un nicleo
formal de significado del lenguaje dado, por medio de la
relacion de un significado y cada palabra o expresion del len-
guaje. Esta semdntica presenta las reglas necesarias para la
construccidn de la interpretacion del lenguaje computacional
o para elaborar la clasificacion de los diferentes lenguajes
computacionales. La semadntica estd ligada estrechamente
con la practica de la programacién, pero no se puede de-
sarrollar fuera de las nociones a priori de la informatica'.

Esta semdntica se puede ver desde dos niveles: un primer
nivel enfocado a determinar el significado de las expresiones
de un lenguaje computacional y un segundo nivel que deter-
mina el comportamiento de los programas (procedimientos)
a partir de los valores semanticos.

A) Semdntica de primer nivel

Determinar el significado de las expresiones de un len-
guaje computacional, exige un principio general que puede
ser formulado independientemente de toda concepcion
particular de la naturaleza del significado. Se trata del prin-
cipio “composicional”, segin el cual el significado de una
expresion compuesta se determina por la estructura de la

15 Por ejemplo, el concepto de transparencia referencial de QUINE,
que se muestra en la semantica de segundo nivel.
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expresion y por el significado de las expresiones simples que
la componen, lo que nos lleva al principio de analicidad,
presentado para los lenguajes formales. Asi, el componente
semantico de la gramatica estd enfocado a formular las re-
glas que permiten determinar cudl es el significado de una
expresion compuesta, teniendo como dado el significado de
las expresiones simples que la componen y la manera como
estan combinadas, es decir, la parte sintctica de la expresion.

Se trata, por tanto, de caracterizar una cierta relacion de
dependencia entre los significados de diferentes tipos de ex-
presiones. Existe, asi, una relacion entre la interpretacion de
la estructura y aquella de los componentes: se llama Int (x)
a la interpretacion de una estructura x, y se supone que x es
ella misma compuesta por un simbolo funcional f aplicado
a los simbolos de los componentes a y b; el caso ideal es
aquel donde Int (x) se define como la aplicacion de Int (f),
Int (a) e Int (b).

Se tienen, por consiguiente, tres diferentes formas de
interpretacion para los lenguajes computacionales: denota-
cional, inferencial y verificacionista.

a) Interpretacion denotacional o referencial. En una es-
tructura arborescente de la sintaxis de un lenguaje infor-
matico, los elementos sin sucesores (las hojas del arbol)
se pueden interpretar como ‘“objetos reales” del modelo y
que deben ser identificados claramente y en ciertos casos
fisicamente (registro en la memoria de la maquina). En este
caso, se dice que la estructura “denota” o designa los objetos,
por lo cual se puede hablar de interpretacion denotacional.

b) Interpretacion inferencial. La interpretacion inferen-
cial complementa la interpretacién denotacional, porque las
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expresiones representadas en términos de simbolos denotan
objetos que no son directamente faciles de utilizar o procesar,
con el fin de llegar al final del procedimiento. Entonces, es
la aplicacion de las reglas de inferencia aplicadas a repre-
sentaciones simbolicas, lo que permite llegar a expresiones
interpretadas. La interpretacion inferencial se revela indis-
pensable para establecer este primer nivel de la semantica.

c) Interpretacion verificacionista. El método de verifica-
cioén o adecuacion “lenguaje-realidad” para un lenguaje com-
putacional, es utilizado en dos momentos de su realizacion:

* Por una parte, la verificacion de las expresiones e instruc-
ciones de un algoritmo-programa se efectia, en lamayoria de
los casos, automdticamente, segliin pardmetros presentados
por las reglas sint4cticas y semdnticas del lenguaje; es decir,
que siguiendo a TArski, seglin un “modelo de expresiones
de base”, es un lenguaje compilador o interpretador que
verifica la validez de las expresiones del programa.

* Por otra parte, los resultados de los programas son objeto
de verificacion, porque ellos pueden corresponder o no a las
caracteristicas o propiedades que debe realizar el programa.
Estos resultados, que son la traduccién o interpretacion de las
expresiones o instrucciones del programa, se verifican por
el programador (humano): verificacion diferente de aquella
realizada automdticamente por la maquina.

B) Semdntica de segundo nivel

Este nivel de semdntica comporta la estructuracién de
los programas y la clasificacion de los lenguajes computa-
cionales'®. Esta semantica se basa en el principio de susti-

16 Los primeros estudios de la semantica de estos lenguajes se rea-
lizaron por el grupo asociado a CHRISTOPHER STRACHEY, PETER LANDIN,
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tucionalidad, que significa la posibilidad de reemplazar un
elemento por otro. Asi, en el caso de un programa, se habla
de reemplazar los constituyentes de los programas por otro
que les son equivalentes, como son los procedimientos,
rutinas, bloques,...

La sustitucionalidad conlleva la nocion de “equivalencia
observacional”, en la cual, por ejemplo, para dos programas,
Py Q, cuyas entradas son las mismas y por consecuencia
sus salidas son equivalentes, se pueden sustituir las expre-
siones de un programa (P) por otras expresiones estructu-
radas en procedimientos de otro programa, por lo cual los
dos programas son equivalentes. De la misma manera, si
los constituyentes de entrada de los programas Py Q son
diferentes, se puede concluir que los programas son dife-
rentes. Pero esta conclusion nos lleva a los problemas de
identificacion y de diferencia entre programas'’; lo que nos
llevaria a hacer un andlisis minucioso de sus constituyentes
de entrada y salidas, que producen una equivalencia obser-
vacional. En conclusion, la sustitucionalidad con la ayuda
de estas “equivalencias observacionales”, representa una
propiedad extremadamente polivalente y muy importante
para la eficiencia de los programas.

Igualmente, el principio de sustitucionalidad ayuda a
analizar y sefialar con seguridad las diferencias y semejanzas

Dana ScortT y otros, hacia 1960. Granam WHITE, “The philosophy of
computer languages”, pag. 239, en The blackwell guide to the philoso-
phy of computing and information, Ed. by Luciano Floridi, Blackwell
Publishing Ltd., 2004.

17 Una respuesta trivial consiste en la identificacion del c6digo fuente
de la expresion; pero esto no es interesante porque los programas pue-
den variar su forma de expresiones sin cambiar la accion que realizan,
entonces, son los mismos programas con cédigos fuentes diferentes.
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de los lenguajes computacionales, con el fin de realizar una
taxonomia de lenguajes.

Mis concretamente, con el fin de aplicar el principio de
sustitucionalidad, es necesario describir las operaciones,
por las cuales las expresiones codificadas del programa o
entidades sintacticas de un lenguaje de programacion se
asocian a objetos (interpretacion denotacional). De manera
que los valores se asignan a las diversas entidades: varia-
bles, constantes... tanto a la totalidad del programa como
a los diferentes constituyentes (procedimientos, bloques,
rutinas,...). Sabemos, en consecuencia, que una de las
bases de este tipo de semdntica y de la sustitucionalidad es
de ser denotacional, entonces los programas tienen valores
semanticos, en todos los niveles de los constituyentes. Su
objetivo es el de facilitar las tareas del programador, tenien-
do la buena definicion de los valores semanticos durante el
desarrollo del programa. Este requisito significa que los
valores semanticos asignados a los diferentes constituyentes
(procedimientos, bloques, subrutinas) forman un sistema
completamente coherente.

Pero este sistema no puede conservar, continuamente,
su consistencia; asi, al considerar, por una parte, un caso
particular de entidad de programacidn: el procedimiento o
rutina que se elaboran a partir de ciertas expresiones pueden
ser invocados con valores particulares, sobre los cuales, a su
vez, se pueden realizar multiples acciones. Tal rutina puede
ser pensada como una clase de funcién: sus argumentos son
valores semanticos de sus pardmetros y su valor es el valor
semantico de la expresion a la cual reenvia.

Por otra parte, generalmente, sabemos que el desarrollo
de la semdntica es un proceso de elaboracidn progresiva de
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los valores semanticos; asi, por ejemplo: las variables tienen
un significado a partir de los valores, las rutinas, ellas 1o son
por medio de pardmetros de funciones que reenvian a los
valores. En esta concepcion de rutina, es imposible prever
la sustitucionalidad, porque si los valores se asignan a los
programas y a sus constituyentes en un primer momento,
estos valores semanticos se han cambiado poco a poco de la
semantica original, produciendo una “opacidad referencial”,
cuestion que ha sido sefialada por QUINE'®.

Con el fin de cumplir con los objetivos y con buenos
niveles de consistencia, la semdntica de segundo nivel
utiliza herramientas como la légica de alto rango (escuela
intuicionista)'’ y de la teoria matematica de categorias (los
lingiiistas utilizan la16gica de primer orden y la teoria de con-
juntos). Igualmente, la semdntica utiliza la teoria de pruebas,
porque un programa corresponde, en cierto sentido, a las
pruebas de expresiones o proposiciones. En ese caso, se
pueden tener varios tipos de pruebas para una proposicion,
que conducen a realizar una equivalencia de pruebas®.

La utilizacion de una semdntica de segundo nivel es
parcialmente utilizada en el desarrollo de la programacidn,

¥ WiLLARD VAN ORMOND QUINE, “Speaking of objects”, en Ontological
relativity and others essays, 1969. Citado por GRanam WHITE, op. cit.,
pag. 243.

¥ Por ejemplo, la “Floyd-Hoare Logics”, ligado al razonamiento
alrededor de los programas y los valores semdnticos. Esta légica ayuda
a mostrar las diferencias de razonamientos y de valores semanticos de
los programas. GRAHAM WHITE, op. cit., pag. 241.

20 JEaN-IVvEs GIRARD, “A new constructive logic: Classical logic”,
Mathematical structures in computer science, 1(3): 255-296, 1991.
Citado por GRaHAM WHITE, op. cit., pag. 245.
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debido al grado de indecidibilidad (inconsistencia) existente
todavia en sus desarrollos, pero se utiliza con éxito en la parte
metatedrica en informatica. Al contrario, la semantica de
primer nivel es enteramente utilizada en todos los procesos
realizados por un computador.

Anotaciones. Laestructura de la semdntica de un lengua-
je computacional, estd basada en la estructura de los len-
guajes formales, de manera que la nocion denotacional, el
tipo de relaciones entre las expresiones, el sistema inferencial
de reglas, la validacién y verificacion de las expresiones
toman como soporte las caracteristicas de estos lenguajes,
igualmente (véase cap. 11, sec. 4, apdo. A: “Ejes principales
del lenguaje formalizado™).

Se dispone asi, para esta semdntica, en su aspecto com-
posicional y denotacional, la base 16gica en el eje analitico
y proposicional del lenguaje; de manera que la exigencia de
una denotacion para los nombres, hace posible el aspecto
denotacional y la exigencia de la elementaridad asegura
la composicionalidad del lenguaje computacional. Se en-
cuentra, asi, las posibilidades de una seméntica enteramente
formal, donde aquello que es de exigencia ldgica se determina
por la realizacion de las expresiones del lenguaje.

C) Asimilacion de la sintaxis y semdntica logica en los
lenguajes computacionales

Por lo general, los lenguajes computacionales, en la se-
mantica de primer nivel, se estructuran segun el principio
de la composicionalidad. El significado de una expresion
compuesta se determina por la estructura de cada expresion,
asi como por el significado de las expresiones que la com-
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ponen. Este principio, es puesto en funcionamiento gracias
a la propiedad de analicidad de la proposicion, articulada
seglin un sentido (posibilidades de lo verdadero y falso) en
la cual las expresiones del lenguaje pueden ser presentadas
segin sus diferentes elementos. De la misma manera, el re-
sultado de esta analicidad debe ser precisado por la via de un
procedimiento de decision o mecdnico, como son las tablas
de verdad; para el caso de los lenguajes computacionales,
como vimos anteriormente, el procedimiento es efectiva-
mente calculable, cuyos exponentes son, por ejemplo, los
arboles?'.

Igualmente, un lenguaje computacional debe correspon-
der imperativamente a un principio denotacional, y es por
esto la importancia de la distincién entre el sentido y la
denotacion o referencia (véase cap. 1v, sec. 2: “Nociones
generales de la semdntica”); por un lado, como nivel abs-
tracto y formalizado que representa el sentido o condiciones
de verdad en un programa o algoritmo y, por otro, un nivel
del objeto como tal que denota, designa o referencia la di-
reccién del lugar en la memoria de la mdquina, en la cual
se encuentra el objeto o informacidn (datos, programa,...).

Por tanto, esta informacién (objeto) representa la base
para la interpretacion denotacional de una semadntica del
lenguaje computacional. Este lenguaje define los elemen-
tos llamados “palabras propias del lenguaje” (constantes
y operadores légicos) que permiten la produccién de las
expresiones compuestas. Estas palabras no se relacionan
con ningln objeto y son puramente operativas, articulan las

2! Este procedimiento es dtil cuando se trabaja con mds de tres va-
riables.
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proposiciones, razon por la cual las expresiones del lenguaje
computacional pueden estructurarse y calcularse segtn la
configuracion del algoritmo o programa.

Para que el lenguaje computacional pueda producir re-
sultados o hechos, es necesario disponer del principio infe-
rencial; asi las expresiones compuestas, que no son verifi-
cadas inmediatamente, son el resultado de operaciones de
célculo o de combinaciones cuya efectuacion es indepen-
diente de la verificacion de lo real, efectuacion realizada a
partir de un sistema de reglas y operaciones.

El conjunto de las expresiones de este lenguaje es una
articulacién y configuracion precisa de variables, constantes
y operadores 16gicos. Los nombres (variables sustituidas)
presentan los valores; es decir, que los valores designan el
significado tanto de las expresiones, como de la informacion
dada o direccion de la memoria, donde se registra esta in-
formacion. Asi, es por este valor “concreto” de las variables
que un programa lleva a los resultados y a su “parada”.

Segtin el propdsito de WITTGENSTEIN, estas expresiones
tienen un sentido porque ellas representan un “estado de
cosas”; son configuraciones?* de variables, constantes y

22 TurING fue uno de los primeros en presentar la idea de configura-
cion; se referia a las posiciones mayuscula y mintscula de una maquina
de escribir: una de las dos posiciones presentaba la “configuracion” de
la maquina. Sin embargo, él pensaba en maquinas que podian ser po-
sicionadas en un nimero superior a dos, pero finito, de configuraciones
posibles. El incorpora la idea de una maquina de escribir en la cual la
tecla que golpea se desplazaria con respecto a la pagina, asi la accion
de la maquina debia ser totalmente independiente de su posicién. De
la misma manera, pensaba en maquinas capaces no solo para escribir
simbolos, sino también para escribir con mas rapidez; de ahi la idea de
una banda de papel ilimitado (permitiendo olvidar las margenes y las
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operadores l6gicos que pueden o no ser realizados (es decir,
que forman parte del mundo de los hechos, tal como €l es).
Igualmente, los lenguajes computacionales necesitan postu-
lar que existe una posibilidad de adecuacion entre el lenguaje
y lo real; esta ultima debe ser “materializable” por valores,
datos, direcciones, “cosas simples”, que dan la condicién
de posibilidad del lenguaje computacional.

En informatica, se pueden evocar dos niveles de “real”:
aquel referido al lugar de la memoria de la mdquina en la
que se encuentran registrados, datos, constantes...; y el
real como resultado final o producto de la ejecucién de un
programa. Los dos niveles de real son indispensables en el
funcionamiento del programa y su realizacion.

A manera de ilustracion, vamos a examinar atentamente
estas nociones de la semdntica computacional, a partir del
siguiente ejemplo:

Disponemos de un programa, en Algol, cuyo objetivo es
adicionar 10 ndmeros (1, 3, 5, 6, 8, 10, 15, 17, 20, 25) que
estan almacenados en un archivo, asfi:

Principio

Mientras ARCHIVO:=< 10
Hacer
S:=8+X
X:=x+1

Fin
interlineas), dividido en “cajas” con fines de precision suplementaria.
Para ello, era indispensable también presentar el problema de la deci-
dibilidad de HiLBERT descifrando toda asercién matematica para indicar

si es demostrable o no, decisién que debia ser tomada sin la menor
interferencia de la inteligencia.
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Igualmente, disponemos de un lenguaje compilador del
Algol, que tiene un componente sintactico con reglas sin-
tacticas para la realizacion del anélisis lexical y sintictico,
asi que un componente semdntico con reglas semanticas.
Estas dltimas tienen la forma de “expresiones de base”. El
resultado previsto, luego de la adicién de los 10 niimeros,
realizado por el programa es 107.

A partir de este algoritmo, se pueden ilustrar ciertos aspec-
tos sobre la sintaxis y semdntica del lenguaje computacional:

* Este algoritmo es un enunciado, que tiene un sentido
(nombres articulados) y representa un “estado de cosas” o
una configuracion de acciones que se pueden realizar o no,
segun si el programa llega a su objetivo y tiene la “parada”.
De esta manera, las acciones (instrucciones) van a producir
“hechos” (la adicion de los 10 nimeros, con un valor de
107, en el ejemplo).

* Cada término del enunciado estd estructurado seguin
un orden de la configuracion del algoritmo, que marca las
relaciones con los otros términos y son inmodificables,
porque cambiaria el sentido del enunciado y del algoritmo
mismo; por ejemplo: si en lugar de plantear esta configura-
cion, se hace una lista de términos, no se podrd nunca llegar
a la realizacién del programa. Asi, uno de los elementos
fundamentales en la construccion del algoritmo es su con-
figuracion, la cual no corresponde a los objetos o entidades
mismas, sino a la estructuracion sintictica y semdntica que
debe tener cada enunciado, expresion o instruccion del
algoritmo, para que pueda ser realizado (condicién de ver-
dad). Esta estructura presupone un “hecho” (es decir, que
el enunciado y el conjunto de enunciados se realicen y que el
programa llegue al fin previsto).
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* Este enunciado es compuesto, con la ayuda de constan-
tes 16gicas y de variables, cuyo valor de verdad se determina
por los enunciados simples. En nuestro caso, se tienen las
siguientes constantes y operadores l6gicos: “principio... fin”,
“mientras... hacer”, “+”, “:=", “<”, que no representan nada
en larealidad de los “hechos” (en el resultado de la adicién)
y, sin embargo, son utilizados en todos los algoritmos y
programas y que pertenecen al lenguaje. Estas constantes
y operadores permiten el dinamismo del programa, por su
cardcter operativo. Igualmente, se disponen de las variables
siguientes: “s”, “x” y “ARCHIVO” que son sustituidas por
valores de la informacion dada, segin las reglas del lenguaje
en general y del programa en particular.

* Los resultados de los célculos y operaciones determina-
das por las constantes logicas y la sustitucion de variables,
segun las reglas presentadas por el lenguaje de programa-
cién y correspondientes a la configuracion del algoritmo o
programa, son las proposiciones elementales.

De esta forma, tenemos los siguientes enunciados simples:
“ARCHIVO :=1"y “s:=1+2". Las cifras (nimeros) “1”,
“2”, denotan los valores tltimos de la expresion.

* Para un lenguaje computacional, en un programa o al-
goritmo, los nombres que denotan las “cosas simples”, no
son ni indestructibles, ni datos sensibles, sino datos definidos
como nombres y variables sustituidas para el conjunto del
programa, poseen un cardcter finito y determinado en el
programa en cuestion.

Asi que por su definicién precisa, sus valores, su loca-
lizacion en la memoria y su duracién definida, estos datos
sintetizan la condicién para la realizacion, interpretacion,
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validez y decidibilidad (problema de la “parada’) del pro-
grama o algoritmo; es decir, la condicién de posibilidad del
programa y, por consiguiente, del lenguaje computacional.

Anotaciones. En consecuencia, los aspectos sintactico-
semanticos de un lenguaje formal, nos presentan las nociones
de la sintaxis y semdntica de primer nivel de un lenguaje
computacional. Sabemos que esta semdntica comprende
nociones suplementarias como la verificacion, lo mismo
que nociones como la sustitucion y la de la “significancia”
(significance). Asi pues, el principio de representacion nos
presenta ciertos criterios para la relacion lenguaje-real; sera
necesario indicar las modalidades con el fin de realizar la
correspondencia como la “interpretabilidad”, la traduccion
de diferentes lenguajes y la concretizacion de la sustitucion
y de la “significancia”.

D) La verificacion de los lenguajes computacionales

Hemos presentado el proceso de verificacion de un lengua-
je computacional que se realiza durante dos momentos de la
ejecucion de un programa: en el primero: las expresiones o
instrucciones del algoritmo o programa constituidos a partir
de las reglas del lenguaje, son el producto de una aplicacion
especifica. En este caso, las instrucciones son verificadas de
manera automadtica. En el segundo momento, los productos
resultantes de la ejecucion de los programas, las expresiones
de los algoritmos o programas siguen una transformacion
(pasando por un proceso de traduccion entre varios niveles
de lenguajes) hasta la presentacion de los resultados, que
forman parte de los hechos de la experiencia; es decir, que el
resultado de un programa puede ser catalogado como un
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“objeto de la vida cotidiana”, observable, como textos,
graficos, facturas,...

En el primer caso, la verificacién es automdtica y se con-
sidera que el significado de estas expresiones se presenta
por medio de enunciados de base; es decir, que un enunciado
significativo es sinébnimo o pertenece a una categoria de un
enunciado de base o niicleo de expresiones, creado a partir
de reglas semanticas del lenguaje computacional y, en conse-
cuencia, la verificacidn se realiza por la maquina, de manera
que las condiciones de verdad de una expresion corresponden
univocamente con las condiciones de asertabilidad.

En este caso, las condiciones epistémicas o condiciones
de un usuario del lenguaje, son generales para el conjunto de
las aplicaciones del lenguaje. Es, por tanto, “la mdquina que
decide”, a partir de las reglas preestablecidas; al contrario
de un lenguaje ordinario cuya aplicacion conlleva ambigiie-
dades o formas particulares de justificacion.

Por tanto, si las condiciones de la significacién de los
enunciados se definen “objetivamente” como un método
o procedimiento con el fin de verificarla o rechazarla, es
entonces posible presentar el significado de una expresion
del lenguaje computacional como su método de verificacion
o rechazo.

En el segundo caso, la verificacién por el programador,
no mecdnica, en donde las expresiones de los algoritmos o
programas siguen una transformacion, cuyos resultados tocan
la experiencia, los resultados son objeto de verificacion, por-
que pueden corresponder o no a las caracteristicas acotadas
por el programa; se verifica, por tanto, el procedimiento, el
método, el algoritmo y sus resultados.
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Anotaciones. Podemos pensar que el objetivo final del
lenguaje computacional es relacionar el lenguaje y la rea-
lidad, por lo cual el desarrollo de la seméntica se efectia
a través de diversos niveles de formalizacion; partiendo de
una “forma como imagen”, siguiendo con una adecuacién
estructural y, finalmente, la realizacién de la traduccién, en
donde se muestra una unidad del desarrollo a partir de la
presentacion de las expresiones intuitiva (extralingiiistico),
formalizada y abstracta (lenguajes computacionales) y, por
dltimo, un nivel intuitivo en la verificacién. Asi tenemos:

* Laimagen: la proposicién misma (lenguaje formal) y las
expresiones (lenguajes computacionales) que son, a su vez,
una imagen del “hecho posible”, pero que paraddjicamente
no tiene una similitud material, pertenece al orden extralin-
giiistico, fuera de los lenguajes formales y computacionales.

* La adecuacion estructural: a partir del anélisis formal,
se pasa de lo real (hecho), de la imagen de este real (enun-
ciado), a un “plano abstracto” y formalizado, de manera que
la expresion de la imagen presenta una estructura formal
correspondiente, adecuacion estructural que es posible por
el método de la proyeccion (segiin WITTGENSTEIN). En este
sentido, esta adecuacion implica una transformacién regu-
lada y una dimension operativa, que estaria soportada por
el programa.

* Lainterpretacion o traduccion: aqui las operaciones ase-
guran el paso entre las realidades diferentes. Dar un sentido,
es traducir: presentar signos en lugar de otros signos. La
unidad del lenguaje estd en lo operativo y no en lo referencial
o denotacional, de manera que la transformacién regulada
producida por la proyeccion tiene como fin la traduccion.
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Asi, el proceso de ejecucion de un programa computacional
es una traduccién operativa entre varios lenguajes; interpre-
tador, compilador y de maquina; traducciones que tienen una
adecuacion estructural con las expresiones primeras, como
imagen, que realiza la relacion entre el lenguaje y lo real,
cuya ultima traduccion es la produccion de resultados del
programa y que en ese caso toca el mundo de lo concreto-
real y de los hechos.






CONCLUSIONES GENERALES

La relacion de la logica contempordnea o matemdtica y
la informdtica, tiene dos papeles importantes: uno, que es
externo y tedrico y reproduce la relacién que se tiene con
los fundamentos de las matemadticas y, el otro, es interno y
de tipo practico, porque la 16gica ha encontrado un terreno
donde sus métodos son aplicados y experimentados.

En el primer caso, vemos el desarrollo de la nocién de
calculabilidad, los resultados de la indecidibilidad (teoremas
de CHURCH, GODEL, TURING,...) y la clasificacién de los pro-
blemas segun su complejidad, que van a colocar a la l6gica
como una metainformdtica.

En el segundo caso, interno y préctico, se puede pensar
en el formalismo hilbertiano, trasladado a un programa de
computador, que calcula una funcién numérica ¢ como
construccion abstracta; si se le presenta un argumento 10
a ¢, se dispone de una descripcion abstracta de un entero
$(10), y la pregunta es de saber si si 0 no este entero puede
escribirse directamente en numeracion decimal. Si se hace
la analogia demostracion = programa, demostracion real =
valor numérico, la ejecucion del programa ¢(n); es decir,
la busqueda del valor numérico es muy cercano a aquello
propuesto por HILBERT. Se trata, por tanto, de objetivar las
manipulaciones légicas, lo que ha dado grandes frutos para
la informadtica. La eliminacion del infinito que procuraba
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HiLBERT, se verifica a través de diversas generalizaciones y
el resultado es la gran dinamizacién de los procesos que dan
como resultado: finito + dindmico, que es el resultado de las
aplicaciones en informética.

En informatica se utilizan objetos finitos, como nimeros,
programas, archivos; la 16gica utiliza términos, expresiones
bien formadas o férmulas y pruebas. En ambos casos, son
las palabras (v. gr., la cadena de caracteres) que son em-
pleadas para trabajar con los objetos matematicos o infor-
maticos; cada una de ellas respeta un lenguaje: formal, por
un lado, y computacional, por el otro, compuestas de una
sintaxis y una semdntica concreta que se escoge segun las
aplicaciones.

La sintaxis en ambos casos nos lleva a plantear las reglas
de formacion y a las expresiones bien formadas, con las
propiedades consecuentes. La semdntica cuyo objetivo es
la interpretacion de estas expresiones en otras teorias; es de-
cir, analizar sus diferentes sentidos o significados: el valor
de una expresion en programacion y el valor de verdad en
una férmula de la 16gica.

Ademds, la aplicacion del lenguaje mismo en la progra-
macion, se presenta como una actividad 16gica; la especifica-
cién de un programa es siempre una férmula de un lenguaje
l6gico; concebir un programa es probar una proposicion de
manera constructiva; ejecutar un programa es normalizar
una prueba. Interpretar u optimizar un programa es construir
un modelo mas o manos estandar, como si se tratara de eva-
luar la verdad o la consistencia de una proposicion logica.

En consecuencia, es el desarrollo de la formalizacion
en concordancia con la simbolizacién, que han conducido
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el desarrollo de cada uno de estos lenguajes y marcan las
caracteristicas de estos lenguajes:

* Enel lenguaje formal, es la objetivacion del pensamiento
representada por las expresiones bien formadas y sus reglas,
en donde se presenta una liberacidn frente a las variaciones
subjetivas individuales; por ejemplo, las expresiones: “me

99 ¢

parece...”, “es evidente...”, no se tienen en cuenta.

* En el lenguaje computacional, ademds de la caracte-
ristica anterior, se encuentra el “seguimiento a la regla”, se
actua “mecanicamente”, de manera rutinaria.

Asi, un lenguaje perfectamente formalizado y simboli-
zado, como el computacional, se convierte en una regla de
transformacion de palabras y normalizado en la estructura
de un algoritmo o programa. El procedimiento simboliza-
do, por su forma “‘sintética”, utiliza un espacio reducido que
facilita una vision clara. Si el simbolo es controlado y su
forma de construirlo es conocida, se pueden examinar las ca-
denas de prueba o deduccidn y es posible identificar las
proposiciones o expresiones como un solo conjunto o sis-
tema formal.

Este procedimiento, una vez estructurado, se realiza por
medio de la aplicacién repetida de una operacion. Entonces,
es la pareja procedimiento-mecdnico y operacion-repeticion
que permite la dinamizacién del lenguaje computacional,
lo que hace la diferencia con el lenguaje formal.
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